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統計的決定理 論に基づ く e テ ス テ ィ ン グに 関す る
一 考察
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要約 ：　 近年の 情報技術 の 発展に ともない
， 教育工 学分野 で も多く の 情報技術が応 用 され て

い る．e テ ス テ ィ ン グは教育工学分野にお け る重要な テ ーマ の
一

つ で ある．既に e テ ス テ ィ

ン グに 関す る数多くの 従来研究が存在 する．し か し，従来研 究で は ， e テ ス テ ィ ン グ方 法 が

受験者 の 真 の 理 解度の 判 定 を間違え て しま う確率で ある誤 り率を理 論的に最小化 す る こ とを

理論的に保証す る方法は提案 され て い ない ，そ こ で ， 本研 究で は統計的決定理論 に基づ きベ

イ ズ基準の もと で誤 り率 を最小化す る e テ ス テ ィ ン グ方法 を提案す る，提案方法で は e テ ス

テ ィ ン グ問題を解くた め に動的計画法 を利用 して い る ．提案方法の 有効性を示すた め に数値

計算例 を紹介す る ，提案方法は適応的な仮説検定 の
一

種 で もあ り ， 本研究 の 成果 はヘ ル ス ケ

ア産 業にお い て も応用可能だ と考 え られる．

キーワ ー ド ： e テ ス テ ィ ン グ， 統計的決定理論 ，誤 り率，ベ イ ズ 基 準，動的計画法
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1． はじめ に

　情報技術の 発展，イ ン タ
ーネ ッ トの 普及に ともない ，

e ラーニ ン グ，e テ ス テ ィ ン グに関する研究［1］［2］も数

多く行われてい る，CBT （corrrputer　based　testing）が ス

タ ン ドア ロ
ー

ン 型 コ ン ピュ
ータ上で 実施されるテ ス ト

であるの に対 して ， e テ ス テ ィ ン グは Web 上で 実施さ

れ るテ ス トであり，オ ン ライ ン ・テ ス テ ィ ン グ，オ ン

ライ ン クイ ズ，IBT （lntornet　based　testing） とも呼ばれ

て い る［2］．e テ ス テ ィ ン グに関する従来研究［1］［2］で は，

採用 した確率モ デル ーヒで の 相互 1青報量などの ト静 艮量の

最適化問題と して検討 して い る，しか し，受験者 の 真

の 理解度の 判定を間違えて しま う確率で ある誤 り率 を

理論的に最ノ亅YLするような e テ ス テ ィ ン グ方法 は未検

討で ある．また
， 従来研究で は誤り率に よる評価も行

われ て い ない ．そ こ で，本研究で は e テ ス テ ィ ン グを

統計的決定理論［3］に基づ い て 定式化 し，ベ イ ズ 基準の

もとで誤 り率を最小にするとい う意味で最適な e テ ス

テ ィ ン グ方法を提案する．また ， 数値計算例によっ て

提案方法 の 有効 1生を検証する．

2． 準備

本研究で使用する各種記号などの 定義を行 う． e，，

8 ∈ 0 は受験者の理 解度を示すi番目 の 状態で ある．

  ， 0 ＝｛β忍 ，
＿

，
el

。1｝は状態集合を示す．例 えば ，

101＝2 で 合格 と不合格 の 2 状態 lol＝3 で 良，普，否

の 3 状態などが考えられ る．ef，　 e，∈ E は ’番 目の テ

ス ト問題 ・ ，　E − k，，
e

，，
．．．

，
・
1。，｝はテ ス 躙 題喋 合

を示す．o 　 o ∈ 0 はテ ス ト問題に対す る ’番 目の 回

答結果 腺 縣 課 ），・，・ − h，・ ，，一・，・

1。1｝は回答結

果の集合を示す，例 えば 101＝2 で あれば 正解と不

正解の 2種の 回答結果で ある，

　本研究で想定して い る e テ ス テ ィ ン グでは，真の 理

解度が未知 の受験者に対 して テ ス ト問題集合 E か ら

n 問の異なるテ ス ト問題 を出題 し， 当該受験者の 回答

結果 （採点結果）か ら理解度を推定する．本研究で提

案する e テス テ ィ ン グ方法は出題する n 問の 選択 と理

解度の 推定を行う方法で ある．

　x，，x ，∈ E は i 問目の 出題問題を示す変数 y，，

y，∈ 0 は墹 日の 出題 問題に刻す る受験者の 回答結果

を示す変数である．p（g、i・，，のは理解度 e
，

の受験者の

テ ス ト問題 e，に対する 回答結果が o
，
になる確率で既

知で ある．び ，グ ∈ 0 は受験者の真の 理解度で未知

である．p（e，）は理解度q の 事前確率で既知 で ある．

x
「
y
’
は x

、y，
Xay

、

…x ，y，とい う’問の 出題問題 と回答結

果の系列を示す．

3 ． 定式化 と提案アル ゴ リズム

3．1 定式化

　統計的決定理論［3］に基づ き定式化する．損失関数は

次式で 定義される．

綱 ・）瑠 瀦 （1）

ただし，d（κ
”
yn）は η 問の 系列を受け取 っ た際に理解

度の 推定結果 を返 す 決定関数 で ある．損失関数

L（d（x
”
y
”
〉θ）は真の 理解度が θ の もと℃ n 問の 系列

ズ ジ に対する理解度 の 推定結果 d（x
”
yn）が正 しい か

どうか を示す O − 1損失で ある．

　 リス ク関数は次式 で 示 される．

　　R（・（・）・・）認 紳 卿 ＠プヌ・）・ （・）

ただ し，決定関数は次式の よ うに n 間未満の 系列を受

け取っ た際に は次に出題すべ き問題を返す．

　　　　　d（x
’一［
ジ

1

）＝ x，， 1≦ i≦ n ．　　　 （3）

リス ク関数は真の 理解度が θ の も とで， n 問の 出題 と

最終的な理解度の推定に決 定関数 げ（・）を用 い た場合

の損失 の 期彳剞直であ り，理解度の推定を間違えて しま

う確率である誤 り率に相当する．

　ベ イ ズ リス クは次式で定義される．

BR（d（・），　P（θ））＝ΣP（θ）R（d（・），θ），
　 　 　 　 　 　 　 伊匚o

（4）

ただ し，p（θ）は理解度θ の事前確率で ある．

　ベ イ ズ 基準 の もとで最適な決定関数は次式で 定義さ

れ る．
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d
’
（・）一 肛 9WR （d（・）・P（θ））・ （5）

ただし，右辺 の min は決定関数 d（・）の全て の 候補に

つ い てベ イズ リス ク BR（d（・），　p（θ））を計算してベ イズ

リス クの 最小値を算出 し， arg はベ イズ リス クを最小

化する決定関数を左辺 の 〆（・）に返す 次節以降で出

て くる max は最大化を意味する．式（5）の 決定 関数

d （・）は，ベ イ ズ 基準の もとで誤 り率を最小にすると

い う意味で最適な出題方法 と理解度の推定方法に相当

する．こ の 方法がベ イズ最適な e テ ス テ ィ ン グ方法で

ある．

32　提案ア ル ゴ リズ ム

　式（5）で 定義 されたベ イズ最適な決定関数を具体的

に算出するア ル ゴ リズ ム を提案する．式〔4）の
ベ イズ リ

ス クを書き下すと以下 の ようになる．

　 BR（d（・），　P（θ））＝ΣP（θ）R（d（・），θ）
　 　 　 　 　 　 　 θ∈o

一 ΣP（θ）Σ 直ぬ 1酋，θ）（d（・
・
y
・
）θ）　 （6）

　 θ∈o　 　 　 　 ゾ ∈ぴ 犀＝1

一血z．．P（・1・ ‘’・
y

・−i
）Σ。（，，1・，，θ）L（d（・ ・。・》θ），

　 厂＝1 θ∈o　 　 　 　 　 　 　 ン」∈0

♂（x ア ）一・・g鴨
・ P（b网 ．

）
　

ア懷＠
　

ρ野

　
m．
θ

　
＝つラ“

（9）

（10）

　 n 問未満の ’− 1 問の系列 x
”ly ”1

を受け取っ た もと

で 次の i問目の 出題問題を選択する時点 ’の 処理 は以

下の とお りで ある，

　d
’
（x
’−1y ’−1

）＝

　　・・gm ・
苓Σ。（θ1・ ・

，
・

）Σ。α1。 ，
θ）嚇 り，

（11）
　 　 　 　 x」FE −x　 o∈ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Y，∈0

v（
　 i−1 　r−1xy

）−

m ・蔦Σ。（el・
・’・
y

・−i
）Σ酬 ，θレ（

‘卍
x ア ），

（’2）
　 x／∈E−∬　 θ匣o　 　 　 　 　 　 　 　 　 ］

’」∈o

ただ し，E 一ズ
1
は ’− 1問目ま で で未出題の 問題集合

で ある．

　或9）か ら式〔12）を用 い て受験者の真の 理解度を間違

っ て判断 して しま う確率 で ある誤 り率をベ イ ズ 基準の

もとで最小にするとい う意味で 最適な e テ ス テ ィ ン グ

方法を算出で きる．なお，式〔9）か ら式〔12）による計算

は実際の テ ス ト実施前に行い ，実際の テ ス ト実施時の

処理は事前の計算結果か ら出題す べ き問題や最終的な

理解度を読み取るの みである，

ただ し，

糾 轟囎1嘉・

・（θ囲 一P（θ）．

（7）

（8）

式（6）の 入れ子構造に動的計画法［4］を適用する こ とに

よ り，ベ イズ最適な e テ ス テ ィ ング方法を算出できる．

　以下で ，動的計画法による具体的なアル ゴ リズ ム を

示す．アル ゴ リズ ム は ， n 問の系列 x
”
yn のすべ て の候

補そ れぞ れ に対 して，当該候補を受 け取っ た も とで 理

解度の推定結果を算出する時点 n ＋ 1の処理を最初に

実施する．次に， n − 1問の 系列 x
”’1yn −1

の すべ て の 候

補に対 して，当該候補を受け取っ たもとで の n 問目の

出題問題を選択する時点 n の処理を実施する．以後，

時点 1 へ 向けて 1時点ずつ 遡りなが ら，各時点におけ

る系列のすべ て の候補に対して，当該候補を受け取 っ

た もとで の 出題問題を選択する処理を実施する．

　 n 問の 系列 x
”
yn を受け取 っ たもとで理解度 の 推定

結果 を算出す る時点 n ＋ 1の 処理 は 以下 の とお りで あ

る．

4 ． 数値計算例

　こ こ で は，提案方法の有効駐を検証するために実施

した数値計算結果 の
一例 を報告する，なお ， 正解率な

どの 各種設定は数値計算用 の 架空 の 設定で ある．理解

度の 状態集合 0 は e
，
　 ：良，e

，
：善　e

，
：否の 3 段階

の 理解度，回答結果 （採点結果）集合 0 は OI ：正解，

o
，

：不正解の 2段階 テ ス ト問題集合 E は e
：
か らes の

8 問 と した．受験者の 理解度に関する事前知識が何も

ない場合を想定し，無1青報事前分布を採用 して各理廨

度の事前確率は等確率 とし
， 出題数は n ＝4 とした．

各理顧 における各驅 に対する正 角e率幽1剃
（正 解す る確 率） を表 1 に示 す．不 正 解率 は

1一幽圃 である．

　問題 elか らe
，
は理解度良で の 正解率が

一
番高く，理

解度否で の 正解率が
一

番低い
一
般的な問題設定の 複数

の パ タ
ー

ン である．他方 ， e
，
とθ8 で は理解度普程度の

理解度の場合に不完全な理解に基づ く間違い を起 こ し
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易い 問題を想定し，理解度普で の 正解率が
一
番低く設

定してある，これは，ひ っ か け問題などと呼ばれて い

るもの で ある，

表 1 コ蠏 率西剛

硯 ：良 θ． 普　一 θ、：否ρ

ε1099 0．8 0，7

ε20 ．9 0．7 0．6

召
30 ，9 0．6 0．4

ε
40 ，8 0，5 02

θ
50 ，7 0，4 0．1

ρ
60 ，6 0，3 0．1

θ709 0．2 04

θ
δ

0．9 0．4 0，6

　上記 の 条件の もとで式（9）か ら式（12）を用い て算出し

たベ イズ最適な決定結果 の
一部分を表 2 に示す．表 2

は系列 κ

‘
ヅ を受け取 っ たもとで の ベ イ ズ最適な決定

d
’
（x

’

yt）の リス トで ある．

　　　　　　 表 2 ベ イ ズ最適な決定

　「　　己
κ ア 娵 ヅ）
一 θ

5

θ 05
　 1

¢
s

θ
501

ε
巳
0

】
86

ε501 θ801860 【
ε

匸

θ
501

θ
801

θ
601

θ
10 【 硯 浪 （α898）

θ 0 θ 08080
5　 L　 　 8　 1　 　 　 　 6　 1　 　 　 　 　 　 1　 z 己 二普（o超 2）

2501 ε
90 ［

θ
602

θ
7

ε501e 呂
Ol86028701 母　良（α838）

¢
501

θ
呂
OI6602e702 θ

，
．普（α609）

　表 2の 2行 目の 決定 e
，
が 1問目の 出題を示す．また，

理解度の推定結果の後の数値は 当該理解度の 事後確率

の値である，表 2 の結果より，当該時点まで の出題問

題 と回答結果に依存 して適応的に出題問題を選択で き

て い る こ とがわかる．最終的な理解度 の 推定結果につ

い て は ，
ベ イズ 基準 の もとで誤 り率を最ノ」叱 するこ と

は理論的に保証 され て い るが，個別の 推定結果に っ い

ては，事後確率が十分高い と思われる部分とそ うで な

い 部分が混在する．本研究で は事前に出題数を n 問に

固定する問題設定で検討したが，事後確率が十分に高

くな らな い 場合には追加出題を行 うよ うな仕組の検討

も必要で ある．

　また，従来研究［1］との 比較も行 っ た．従来研究と本

研究 で は モ デル 化が異なるため単純に比較は で きない

が従来研究 の 特徴として，1 問ずつ の出題に対して最

適化する ア ル ゴ リズ ム を採用 して い る，他方 ， 本研究

の提案ア ル ゴ リズ ム は出題数全体に対す る最適化 を行

っ て い る．そ こで ，出題数全体に対する最適化 の 提案

ア ル ゴ リズ ム に よる 上記設定の もとで の 数値計算結果

と，比較用 の 1問ずっ の 最適化の アル ゴ リズ ム による

数値計算結果との 比較を実施した，選択された問題は

異なっ てお り，出題数全体で の最適な出題と 1問ずつ

で の 最適な出題 とは異なる こ とが確認 で きた，また，

両ア ル ゴ リズム による誤り率の 期待値 （提案アル ゴ リ

ズ ム の 期待誤 り率は式〔12）の 1問 目の 値を 1 か ら減算

した結果に相当）を比較した とこ ろ，提案ア ル ゴ リズ

ム の 期待誤 り率が 1問ずつ で の 最適化 ア ル ゴ リズ ム の

期待誤 り率よりも約 0．01小 さか っ た．こ の 差は小 さい

が，上記の数値計算例で の設定に依存した偶然の 結果

なの か，それとも 1問ずつ で の 最適化アル ゴ リズ ム が

提案ア ル ゴ リズム に対する高精度の 近似アル ゴ リズ ム

に相当するか どうか を確認するために は，今後さらに

検討 する必要 が ある．

5 ， 考察 と今後の課題

　従来か ら数多 くの e テ ス テ ィ ン グに関する研究が行

われてい るが ， 受験者の 理解度の判定を間違えて し ま

う確率で ある誤 り率を理論的に最小にするような e テ

ス テ ィ ン グ方法は検討されてい なか っ た．そこ で，本

研究で は統計的決定理論に基 づ い て 誤 り率をベ イ ズ基

準の もとで最小にす るとい う意味で最適な e テ ス テ ィ

ン グ方法を提案した ．提案方法は，受験者に対して テ

ス ト問題を 1問ずつ 出題 してその回答結果に従っ て 適

応的に次の 出題問題を選択する出題問題選択方法と ，

最終的に受験者の理解度を推定する理解度推定方法に

よっ て構成される．

　提案方法の 挙動を数値計算によ っ て確認したとこ ろ，

受験者の 回答結果 に対 して適応的に次の問題を選択 し

て い る こ とを確認 した．理解度の推定結果につ い て は

ベ イズ基準の もとで誤 り率は最小 で あるが ， 各推定結

果に ともな う事後確率が十分に高くない 結果もあっ た．

これは出題問題数を事前に決めてお く問題設定の ため

である．よっ て，出題問題数も適応的に決めるような

問題設定で の 検討も必要で ある．また，本研究では各

理解度の もとで各回答結果が発生する確率を既知 と仮

定したが，実用化の ためにはより現実に近 い 問題設定
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として未知の場合を検討する必要がある．未知 の 場合

に は，何らか の 事前知識や学習デ
ー

タ （未知σ）確率を

推定するた め の デー
タ）が必要で ある．享前知識 の 例

と して は教師の 経験則，学習デ
ー

タの例と して は専門

家の 口頭試問な どに よっ て理解度が判明 して い る被験

者の 回答デ
ー

タなどが挙げられる．これ らの 具体的な

検討に っ い て は，今後の 課題と した い ．

　数値計算例で は ，テ ス ト閊題集合および出題数が小

さな例を対象 としたが ，現実には大きなテ ス ト問題集

合および 出題数を対象にする必要 がある．提案ア ル ゴ

リズ ム は数値計算例 よりも大きな規模 の テ ス トにも対

応 口∫能で あるが，大学入試セ ン タ
ー試験 の よ うなとて

も規模の 大 きなテ ス トの 場合には，い ろい ろな効率化

も必要で あ る．例えば，各回答結果が発生する確率が

同 の 問題 につ い て は部分集合 と して分類 して お き，1

問ずつ 選択肢 とするの で はなく部分集合を選択肢とす

る，当該部分集合が選択された場合には部分集合内の

問題を等確率で 出題する こ とによ っ て，理論的な最適

性は 維持 した ま ま計算量を軽減す るこ とが 可能 で ある．

　本研究で は教fiT．学の 視点か ら e テ ス テ ィ ン グを題

材に検討 したが
， 本研究で扱っ た問題設定を統計学の

視県か ら見直す と，本研 究の 検討内容は統刮約決定理

論お よび ベ イズ統計学に基 づ く適応的な仮説検定に相

当す る．適応的な仮説検定は教育工学に 限 らず，ヘ ル

ス ケア分野に も適用可能で ある．本研究に おける理解

度状態を患者／検査対象者 の 健康状態，本研究 に お け

るテ ス ト問題 を質問／検査項
．
口，本研 究にお ける同答

結果を質問へ の 回答／検査結果と して解釈し直す と，

本研究 の 成果はヘ ル ス ケア分野にお ける問診／健康診

断項目の 自動選定／選定支援 ソフ トなどに適用可能で

ある．ヘ ル ス ケ ア分野における具体的な検討につ い て

も今後の課題と したい ．

前田康成 （ま えだやすな り）
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