
ECTl17-1 10

閥値が一様分布する確率的フラッシュAD変換器の

量子化雑書の確率密度関数
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Abstract

Ths paper presentstheoretiCalCalculation results of probability density function (PDF) of quantization noise for stochastiCflash

A-to-D converter (SFADC) composed of many comparators withumiformly distributed threshold voltages･ First, a I -bit ADC with

unifomiy distributedthreshold voltage was modeled asanensamble,then its quantization noise PDF has beenanalytically calcu-

1ated･ ne result is a triangularPDF, when random lnput SignalwithumiformPDF is applied to 1-bit ADC･ Finally,anSFADC

composed of N I-bit ADC withunifomiy distributed threshold voltages has beenanalyzed･ Interestingly･ it was found thatthe

resulting PDF of quantization noise shows Gaussian-like distribution, unlike umiformPDF of ordinary flash ADCs･ Those results

has been supported by numerical simulations･
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(stochasticflash A-toID converters, probability density function of quantization noise, uniformdistribution, Gaussiandistribution )

1.まえがき

現代の電子機器はLSI技術によるデジタル信号処理を利

用することによって,その性能を向上させてきたことが広

く認識されている(1).その際,物理的な外界とデジタル信号

処理のインターフェイスに欠くことのできない回路ブロッ

クとしてAD変換器(以後ADCと略記する)がある(1).

さて,信号処理を行うに当たって信号対雑音比が重要で

あり,デジタルドメインでは信号のビット数がこれにあた

る. ADCの量子化雑音については古くから種々の解析が行

われており(2),一様量子化を行う理想ADCのビット数と得

られる信号対雑音比(SNDR)の関係も,早い段階で知られ

ていた.すなわち,入力信号の振幅がADCのフルスケー

ルの間で一様分布する場合,量子化雑音はADCの最少分

解能(LSB)をqとすると,良い近似で量子化雑音は信号と

無相関と考えることができ,区間(-q/2,q/2)の中に一様分

布することが知られており(2),その結果,量子化雑書の電

力がq2/12であることもよく知られている.

上記のLSBの幅にわたって一様分布する量子化雑書モ

デルで決定される理想ADCのビット数〟と得られる最大

sNDR値の関係は,正弦波信号を用いて測定した場合,

SNDRpeが芸･22"彩6･02M･1176ldB, (1)

で表されるが(3),現実には〟<4の場合,量子化雑音が一

様分布するという近似が成立せず,誤差が大きくなること

も知られている(3).

実際に3ビット以下の低分解能ADCを利用する機会は殆

どないが,筆者らは多数の1ビットADCを多数並列的に用

いて構成される確率的フラッシュAD変換器(以後sFADC

と略記する)の理論解析にあたって1ビットADCのSNDR

を計算する必要に迫られた.

sEADCの量子化雑音に関しては最近weaverらによる解

析が報告されており,フルスケール入力時に対する量子化

雑書の期待値と分散のみが理論的に求められている(4).し

かし,筆者らの知る限り量子化雑書の確率密度分布につい

てはこれまで実験的にも理論的にも報告されていない.

そこで,本報告では1ビットADCの集合平均として

sFADCのモデルを構築し,その量子化雑音分布を解析した.

はじめに, SFADCを構成する単位ADCである1ビット

ADCについてモデル化し,解析した.次に,複数の1ビッ

トADCで構成されるSFADCをモデル化し,そのモデル

を利用して, SFADCにおける量子化雑音の確率密度関数

(probability density function;以後pDFと略記する)を解析

した.

その結果,等間隔に間借が分布する通常のADCとは異

なり,量子化雑書のPDFは一様分布ではなく正規分布に近

い形状になるという結果を得た.

本報告では,これらの詳細について述べる.

2. SFADCの基本構成

本稿で取り扱うsFADCは,図1に示すような構成であ

り,多数個の1ビット比較器から成る.ここでは全部でⅣ

個の比較器があるものとする.各比較器の闇値はゼロであ

るとし,実際の闇値のオフセットは入力側に取り出して電
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図1 SFADCの構成. okはそれぞれの比較器の闇値の入力

換算値を表し,比較器自体の開催はo(フルスケールの半分)

であるとする.

圧ok(k= 1,2,…,N)として表す.最終的なsFADC出力は,

すべての比較器の出力を足し合わせたもの(あるいは平均

値)として得られる(5)(6)

したがって,全体の回路ブロックは単位のAD変換ユニッ

トである多数の1ビットADCとそれらを平均する加算器か

らなっている.次節では,まず単位のAD変換素子である

1ビットADCについてモデル化し解析した結果を述べる.

3. 1ビットADCの解析

(3･1)解析の仮定　　本節ではsFADCのフルスケール

にわたって振幅が一様分布する信号について解析する.

本論文の解析にあたっては次のような仮定を設ける.

(1)本論文で取り扱う個々の比較器は,ある定まった

閥値oよりも大きい信号Xが入力されたとき,出力

値y=1を出力し,それ以外のときy=-1を出力す

る素子であると定義する.すなわち,出力yのフル

スケールの幅は2であり,数式では

y = sign(X-0) =

(1_1 ff.o::::: (2,

と表現できる.ここに, sign(･)は符号関数である.

(2)比較器の開催oはo∈(-1,1)の範囲で一様分布す

る確率変数であり,個々の比較器ごとに決まった値

をとるものとする.

(3)個々の比較器へのアナログ入力信号Xは上記(2)

で闇値が存在する範囲,すなわちX∈(ll,1)の範田

に分布し,入力のフルスケールの幅は2である.

(4)入力アナログ信号Xと間借oは互いに独立な確率

変数である.

上の仮定(1)により,入力信号がどのような波形であっ

ても,それぞれの比較器で量子化された出力信号は矩形状

の波形となり,量子化した際の誤差が非常に大きいことが

わかる.

また,各比較器を1ビット量子化器と考えると,量子化

雑音は出力された矩形波と入力信号との差であるから,量

子化雑音は入力信号の波形に強く依存する.比較器の出力

振れ幅と入力信号の振れ幅が仮定(1)と(3)により同じ

であり,かつ,比較器の出力が2億であるから殆どの場合

に量子化雑書は一様分布しないと考えるのが自然であろう.

すなわち, XとSには大きな相関があり,独立ではないと

考える必要がある.

これに対して,比較器の間借電圧と,これから入力すべ

き信号電圧は無関係であるから,仮定(4)は自然な仮定で

あり,この仮定によりXとCの結合確率密度関数がそれぞ

れのPDFの積として表される.

ところで,仮定(2)では開催の一様分布を仮定している

が,比較器の間借は一般に正規分布するといわれている(5).

しかし,非線形歪を低減するために間借の分布は一様分布

であることが望ましく(7),正規分布する確率変数から近似

的に一様分布する確率変数を合成する手法が存在する(5)(A) (9)

したがって,この仮定は現実的なものであり,本検討では

聞値の分布を一様分布として扱う.

(3･2) 1ビットADCの量子化雑音pDFとその分散

量子化雑音は入力信号によって異なるので,本節では1ビッ

トADCにフルスケールにわたって振幅が一様分布する信

号を入力したときの,量子化雑書のPDFを求める.

ある比較器の出力yと入力アナログ信号値Xの差,すな

わち量子化雑音Cは次式で表される.

8≡y-X=Sign(X-0)-X　　　　　(3)

つぎに,具体的にXとoのPDFを与えて,量子化雑書C

のPDFがどうなるかを調べる.解析の仮定(3)により,入

力信号XのPDFは一様分布であるから,その分布がフルス

ケール以下の範囲にわたる場合,すなわちX∈ (-α,α)かつ

o<α≦1の場合, pDFは

pdfx(X) =

u(X+a)-u(X-a)

2α

と表され,闇値βのPDFも解析の仮定(2)によって

pdfβ(の=

u(0+1)-u(0-1)

(4)

(5)

で表される.ここで, 〟(･)は単位階段関数である.

さらに,解析の仮定(4)からXとoは互いに独立な確率

変数であるから, Xとoの結合確率密度関数pdf,,o(X,0)は

両者の積で与えられ,

pdf,,o (X, 0) = pdfx(X) x pdfe(0)･　　(6)

式(3)は入力信号Xと闇値oがどのように量子化雑音

Cに変換されるかを表しているので,この変換関係を関数

8=g(X;0)と表す(図2(a)参照).このとき, oをパラメー

タと考えて量子化雑書CのPDFを入力信号XのPDFを用

いて表すと, pDFの変数変換の公式(10)によって次式のよう

になることが知られている.

pdfc(8; 0, -妄pdfx(fL(8; 0,, l篭9
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図2　入力Xと量子化雑書8の関係.

(a) C = a(X), (b) X = I(C)

この場合, fL(･)は各oに対して量子化雑書Cを出力するよ

うな入力Xを与える対応関係X=fl(8;0)であり,先の関数

g(･)の逆関数である. g(･)は1価関数であるが,その逆関数

は2価関数になる(図2(b)参照).そこで,区分的に1価

関数となるように分割すると,この場合は∽=2個に分割

できて

X-f(8;0,-は:;:::I:言::: (8,

である.ここで,式(7)総和の記号は, g(･)の逆関数をm個

の1価関数に分割し,その総和を取ることを表す.

最終的な量子化雑音CのPDFは,一様分布する入力信号

Xの振れ幅に依存するので, α=1とα<1のふたつの場合

に分けて考察する.

入力がX∈(-1,1)の一様分布の場合(α-1)　これ

は入力がフルスケールの範囲いっぱいに分布する場合であ

る.逆関数f(8)はそのグラフからわかるようにlSl<2の範

囲において2価関数となる部分があり, 8=-0士1の2点

において不連続になる.しかし,これらの不連続点を除い

て傾きが-1の直線になるから, Idfl/dCl= 1である.図3

に示す, α=1の場合を考えると明らかなようにIx,<1で
一様分布するpdf, (同図(a))は-0-1<8<-0+1で一様

分布するpdfc (同図(C)の破線)に変換される･すなわち,

pdfC(C; 0) =

u(8+0+1)-u(8+0-1)
(9)

を得る.このCをパラメータとするCのPDFは幅が2で高

さが1/2の一様分布が,区間(-2,2)内をβの値に応じて左

右に動く,というものである(同図(C)).すなわち,ある1

ビットADCの量子化雑音pDFは入力が一様分布であると

いう仮定のもとで常に一様分布し,区間(-2,2)内のβの値

に依存した位置に入力フルスケールと同じ幅で分布する.

実際の設計に際して興味があるのは,個別の比較器の量

子化雑書ではなく1ビットADCのアンサンブルの量子化

雑音pDFの分布と分散(量子化雑書電力)である.それを

知るには,取り得るβに対する期待値と分散を計算すれば
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(a)

図3　入力XのPDFから量子化雑書CのPDFを導く. (a)

入力XのPDF, (b)X, 0と量子化雑音Cの関係, (C)Cの0

をパラメータとするPDF,および8だけのPDF.

良い.

したがって,式(9)のパラメータβについて期待値を計

算すると

pdfS(8) =

/i

ニ

pdfC(6; 0) pdfo(0) dO

2　　2<　　>ニg ど

(10)

となり,これは高さが1/2で底辺が長さ2の二等辺三角形

であるから(図3(C)中の黒線プロット参照) ,量子化雑書

Cの平均と分散はそれぞれFL=0, g2=2/3であるI･

特に, β=0の開催バラツキのない理想的1ビットADC

の場合,その量子化雑音のPDFは£∈ (-1, 1)の一様分布と

なり,その平均と分散はそれぞれFL=0, g2= I/3となる･

すなわち,闇値バラツキのない理想的1ビットADCが1個

だけでは,一様分布する入力が加えられても特にどの値の

入力で量子化雑音が大きいということはないが,聞値バラ

ツキのあるSFADCの場合は,ゼロ付近に分布する量子化

雑音が多く,大きな量子化雑書ほど少ないことがわかる.

入力a'の振れ幅が(o<α<1)の場合　これは入力が

フルスケール範囲の一部に分布し,フルスケールいっぱいに

振れることのない場合である.図4は一例としてα=0.5の

ときの量子化雑音のPDFを求める様子を示すものであるが,

同図(C)から明らかなように0 <α< 1の場合はpdfc(8;0)

が左右に分離する.作図のプロセスから明らかなように,

†pdfc(8;0)は結合確率密度関数ではなく,単にCをパラメータと

したCに関するpDFであるから,この操作は仮に結合確率密度関

数pdfc(8,0)が分っていたとすると･そのCに対する周辺分布を計

算することに相当する.
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pdfS(8;0)は8= j=1を中心とする幅が2αで高さが1/2αのふ

たつの短冊状の領域を, βの値に応じて幅の合計が2αとな

るように動き回る.図4の黄色で影を付けた部分は, o彩0.3

のときの様子であり, pdfc(C;0)は同図(b)の青線(-X+1)で

写像された幅約0.2の上側の短冊部分と,同図(b)の赤線

(-X - 1)で写像された幅が約0.8の下側の短冊部分に分か

れる.

これを全てのβ∈(-1,1)について平均すると,同図(C)中

の黒線で示したpdfe(8)を得る.その形が短冊を斜めに切り

落とした形となるのは,オフセット量CによらずC=o側

の8=士(1 -α)では常にpdfS(8;0)が値を持つのでCの存在

確率が高く,逆に8=士2に近い側ではoの大きさに依存し

て値を持つ部分の幅(黄色で影を付けた部分)が変化する

のでCの存在確率が次第に低くなるからであり,実際, oに

関する期待値を計算すると8=士(I-α)から8=士(1+α)に

向かって直線的に変化するpdfS(8)が得られる･すなわち,

o<α≦1に対して

pdfc(8) =

2-8

4α
:1-α<lCl<1+α

o　　　　　それ以外

(ll)

を得る.したがって,この一様分布する入力に対する確率

分布の平均をIJu,分散をq三とすると

〃｡=0,

g:-I-誓

であり, αが小さくなると元は急速にlへ漸近する･

これで個々の比較器が属する無限母集団の量子化雑音の

母平均および母分散が求まった.

4. SFADCの量子化雑音pDFとその分散

次に,多数の1ビットADCの出力和として表される

sFADCの解析を行う.

図1に示すようにSEADC出力は,個々の比較器出力の

和であるから,用いた全比較器の個数Ⅳに比例して出力の

フルスケールが変化する.これは不便なので, SFADCの出

力デジタル値を平均(- Ⅳで正規化)したものを用いるこ

とにすれば,そのフルスケールが区間(-1,1)に固定できる.

そこで,出力値はこの平均した値を用いることにする.

また以後は,フルスケール入力(α= 1)のときのみ解析を

行う.なぜなら,入力範囲外の比較器はAD変換動作に寄

与しないため,入力レベルの大きさがそのままフルスケー

ルになるためである.すなわち,入力範囲外の比較器は出

力値が-1または1から変化しないため,信号処理上は変

動成分が無いため存在しないのと等価であると考えられる.

より入力信号が小さく,入力範囲内に比較器が1個以下の

ときは3章の解析結果となる.

(4･1) sFADCの分散　　まず, N個の比較器から成る

sFADCの量子化雑音の平均と分散を計算する.

sFADCでは,それぞれの1ビットADCから発生する量

(o!3)3JPd

-0.5　0二5

(a)

図4　入力信号がX∈(-1/2,1/2)の一様分布である場合

pDFの変換(a)入力XのPDF, (b)入力アナログ信号Xを

量子化雑音へ変換する関数, (C)比較器の蘭値電圧βをパラ

メータとする量子化雑書のPDF (赤,緑)および8だけの

PDF (黒). Xの変動範囲が狭くなると, pdfc(8;0)は8=土1

を中心として幅が2αの短冊状の二つに分離する.

pdfe(e)

-3　　　-2　　　-1　　　0　　　1　　　2　　　　3

Quantization Noise E

図5　入力信号がX∈ (-α,+α)の一様分布である場合の量子

化雑書のPDF. α = 1のときだけ底辺の幅が4の三角形分布

となり, α<1では8=士1を中心とするふたつの部分に分

離し, αが小さいほどβ=土1付近に集中した分布となる.

子化雑書が,個々の比較器のオフセット電圧に依存してい

る.仮定により一様分布に従う母集団から無作為に閲値を

選んでいるから,個々の比較器の量子化雑音も無相関であ

ると考えられる.それぞれの比較器出力値に含まれる量子

化雑書が互いに無相関であるときは, Ⅳ個の量子化雑書の

平均値をFL-,分散を房2とすると,よく知られているように
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_　FLu　_2　J三

IL=万, cr=有 (14)

が成り立つ(10).ただし,帆(≡ 0)は1ビットADCの量子

化雑音の母平均, cr己は同じく母分散である(式(12), (13)

参照).

(4･2) sFADCの量子化誤差モデル　　無相関で独立な

pDF同士の集合平均は中心極限定理から,平均したpDFが

正規分布に漸近することが知られている.しかし, SFADC

は,各比較器の入力端子が全て並列接続されており,全体

の量子化雑音CNと入力信号Xが独立ではなく,中心極限定

理が成立しないので改めてPDFを計算する必要がある.

入力信号は各比較器で同じであることと,各1ビットADC

出力を集合平均する構造であることを踏まえて, Ⅳ個の比

較器から成るSFADCの量子化誤差は次のようにモデル化

できる.

CN-去蓋{sign(xlek,-X, (k-1,2,3,-,N,･ (15,

ここで添え字のkは閲値のオフセット電圧(比較器)の番号

を表している.また,簡単のため,閲値は小さい順番に並

べ替えて01<02<･･･<ONとする.

図6に,比較器4個でSFADCを構成した場合の一例を示

す.緑の線は比較のために等間隔に開催が分布する理想的

な4倍のフラッシュADCの場合を示している.等間隔に間

借が配置されるので量子化雑音はよく知られているように
一様分布する.青線は母集団が一様分布である間借群から

4倍抽出し,比較器のオフセット電圧として与えたsFADC

の例を示している. SFADCのPDFは一様分布ではなく,哩

想フラッシュADCのPDFの幅も,より広がっていること

がわかる.すなわち,分散が大きいということだから,等

間隔の場合よりも量子化雑音電力が大きいことを意味する.

実際に一様分布に従う4つの聞値をランダムに選んだ

sFADCの量子化雑書pDFの期待値は,式(15)を用いて解

析的に求められる. 1ビットのときと同様に,入力信号X

と確率変数okが一様分布するとして量子化雑音Cを計算す

ると,

pdf4(X) =

去(71 164lxト48X2 - 16JxI3 -2X4)  : o ≦ lxI ≦主

義(115-128fxI-24p2･32Ixl3･12X4) :圭<Fxl-< 1

義(91-128lxl･24X2･32rxl3-12X4) ‥1<lxl≦量

義(-2+X)4　　　　　　　　　:量<lxI≦2

0　　　　　　　　:それ以外

(16)

となる.計算はMa也ematicaで行った.上記の解析解と,同

じ平均と分散を持つ正規分布を同時にプロットした結果を

図7に示す.

正規分布と比較すると中央部が尖っているものの,おお

むね形状が一致している.中央が尖るのは,入力信号が最

小値と最大値のときに量子化誤差が必ずoになるためであ

LNas!ouuo!teN!tuenb
1　　5　　0　　5　　1

0.　　　0.-

O

analog input M

LNaS!oL?uO葛Z!tuenb

1　　　2　　　3

PDF

図6　4億理想フラッシュADCとsEADCとの比較.明ら

かに, SFADCは分布の分散が大きい.
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図7　4倍sEADCの量子化雑音pDFと,同じ平均値,分

散の正規分布のグラフ.形はおおむね正規分布状であるこ

とが確認できる

ると考えられる.

以上の解析結果より, sFADCの量子化雑音pDFの期待

値は一様分布ではなく正規分布状になることがわかる.

図8には, Ⅳ=1-9個までのフルスケール入力のときの

pDFの計算結果を示す.比較器数を増やしていくと,分布

がより細くなっていく様子が見て取れる.導出したpDFか

ら計算したそれぞれのSFADCの分散は表1に示すように,

比較器が1個のときの分散γ3を基準に比較器の数Ⅳでス

表1 Ⅳ=1-9までの分散の期待値の計算結果.
〟 2 4 迭6 途8 湯�������

0-も 1 1 1 1 錠"��������
育 �8��守 ����丁亨 偃r�雪T 几�8��至ヲ 

ケーリングされており, 〃=1-9の範囲では式(14)と厳

密に一致していることが確かめられる.また,この結果は

フルスケールが2倍違うことを考慮すればweaverらの解

析結果(4)とも一致する.

以上の結果を踏まえて,比較器数が〃個のSFADCの分

散とpDFは,近似的に式(14)と同じ平均と分散を持つ正規

分布で表すものとすれば,

pdfN(X, -去e-嘉　(17,

と書ける.特に,比較器が多くなれば分布はより正規分布

に近づくので多数の比較器を用いるSFADCにおいて,実用
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図8　Ⅳ-1-9個までの量子化雑音pDFの計算結果･数を

多くすると,裾野が滑らかになりより正規分布に近づく･

上は正規分布であると考えて上記のようにモデル化できる･

なお,さらに多数の比較器についても式(15)を用いて解

析的にPDFを導出することができるが,著者らの計算機で

はリソースの制限によりⅣ=9までしか解析解を導出でき

なかったので,多数の比較器を用いる場合については数値

シミュレーションで推定した結果を示す.

5.より多数の比較器を持つSFADCの量子化雑音pDF

とその分散

実際のSFADCに近い例として, 1024個の比較器を持つ

sFADCの量子化雑音PDFをMatlabを用いた数値シミュレー

ションで検討する.

図9の青線は, 1024個の比較器で構成したsFADCのPDF

の推定値である.集合平均を計算するために独立な1000組

のSFADCのPDFを計算し,その集合平均をグラフ化して

いる.緑の破線は,同じ平均と分散を持つ正規分布を参考

のために示している.

比較器数を多くすると分布の裾野がさらに滑らかになり,

より正規分布に近い分布になっている.このとき,数値シ

ミュレーションによる分散は可.24 -651･0× 10-6 lv2]とな

り,式(14)でN-1024とした場合(房2 - 651･0× 10-6lv2])

とよく合う.

したがって数値シミュレーションの結果からも,分散と

pDFが提案したモデルで近似できることが確かめられた･

6.おわりに

sFADCの量子化雑音pDFの解析を行い,従来のフラッ

シュADCなどの量子化雑書が一様分布であったのに対して,

sFADCでは正規分布状になることを示した･

最初に1ビットADCの解析を行い,量子化雑音のPDF

が三角分布になることを示した.

次に, SFADCの解析を行いその分散は, 1ビットADC

の分散を基準に比較器数でスケーリングされることを示し

た.量子化雑音のPDFは,中央付近が尖るものの,正規分

布状になることを解析的に示した･

また, 1024個の比較器を用いる場合について数値シミュ

レーションを行い,量子化雑書のPDFが正規分布状になる

20

15

u_

⊂】EL 10

5

0

1024 comp.

SFADC PDF

0.1　　0.05　　　0　　　0.05　　0･1
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図9　数値シミュレーションを行い,比較器数1024個の

sFADCを1000組平均して推定したpDF.比較器が多くて

も,一様分布ではなく正規分布状になる･

ことと,比較器数によるスケーリングが成立することを確

かめた.
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