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解 説

区間多項式の安定性判別

　一
多重線形 と単調性
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1．　 は じめに

　 本解説 で は，線形制御系 の 特性方程式の 係数 が い くつ

か の 区間パ ラ メ
ー

タの 関数 で あ る ときの 安定判別法に つ

い て 述べ る，制御系の動特性 の 表現 に現 れ る パ ラ メ
ータ

の 取 り得 る値 に は幅 （区間）が あ り，その 範囲 の い ずれ

の 値 に お い て もあ る 性質が 成 り立つ よ うに 設 計 した い と

い う要 求 は 自然 な こ とで あ り，ロ バ ス ト制御 の 原型 と も

い うべ きで あ ろ う．た とえ ば，Rout，h−Hurwitz の 安定判

別条件 は 特性多項式 の 係数 の 関数が IEの 値 をとる こ とを

要請す る．こ の よ うな場合，直接，お の お の の パ ラ メー

タの 取 り得る値の 区間の 積集合 上 で 関数 の 値 を細 か く調

べ る よ りも，多変数関数 の 解析的 ・代数的性 質を用 い て ，
パ ラ メ

ー
タ の 区間の 端点 に お ける 値の み で 判定で きる条

件が あれ ば，計算機の 能力が 飛躍的 に向上 した 今 日にお

い て も効率的で あ る．

　本誌 に 1996 年〜1997 年 に かけて 連載され た森 武宏 ・

小亀 英己両氏 に よ る 詳 しい 解 説 講座 国は
， 本分野 の 嚆

矢で あ る Kharitonovの 定理 ［2】か ら安定半径 に 至 る ま

で，そ の 数学的 な 背景 を 含め た丁寧 な内容 で あ り本解説

で 改 め て 触 れ る 点 は あ まり見当た ら ない ．本解説 で は
，

．ヒ記の 講座 で は ほ とん ど触 れ ら れ て い な い 多重 線形構造

の 安定性 に 関 す る事柄お よび筆者 らが 取 り組 ん で い る 多

項式型 の 構造 を もつ 場合 に つ い て 紹介す る ．

2．　 区間多項式 そ して 安定性解析法

線 形 制 御系の 特性 多項 式 を

F （s7P ）一・
。 （P ）・

η
＋ ・。

一
、（P）sn

− 1

＋…
＋ ・。（P ） （1）

と表す．こ こ に p ＝（Pl ，
＿

， p，、，）で あ り， 乃 ∈ ［Pi，列
≡li．⊂ R

，
　i＝ 1

，
2

，
．．．

，
　M7 　P ∈ 1） ＝∬ユ

x ∬2 × … ×

J，n と し，係数 Cj （P）＝・
ゴψ・，

＿，Pm ），ブ；0，1，
＿

，
n

，

は p の 多項式 で あ り，〔氛p ）＞ 0 と仮定す る．

　まず，特性 多項式 F （s，p）の 係 tw　Cj （p ）が 区間パ ラ

メ
ー

タ そ の もの で あ る と きに は ，Kharitonov の 定理 が

適 用 で きて ，区 間係数の 端点 に お け る 値 の み を用 い て 制

御 系 の 安 定性 の 必要十分条件 が 得 ら れ る．ま た非 モ ニ ッ

’
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Stability ，　rnUltilillear ，

　mOnOtOnicity ．

ク な特性多項式 に お い て 次数低減 （degree　drop）が 生

じて い る場合 に も Kharitonovの 定理 が 有効 で ある こ と

が 報告 さ れ て い る ［31，

　次 に係数 c．」（p ）が Pi の ア フ ァ イ ン 型の結合で表され て

い る場合 に は Edge 定理 ［1，
4］が適用 で き る．こ の と きは，

　　　　　　　　tTL

F （・
，P）一 ノb（・）＋Σ酬 ・）

　 　 　 　 　 　 　 t＝1

（2）

で あ り，係数 c
ゴ（p ）は，α Dゴ＋ Σ111α ijpi となっ て い る．

　 さ ら に 係数 c3 （p ）が Pi の 多重線形 （multilinear ）に

なっ て い る 場合が あ る．こ こ で は，係 数 Cj （p ）が pt・pプ Pk
の よ うに p、 に 関 して 1 次 と 0 次 の 項 か ら なっ て い る ．こ

の 場 合は 7 写像定理 ［5，
41が 適用 で きる，係数 ‘！

ゴ（p）は，

Pi以外 の 項も含むため，森氏 らの 解説の よ うにマ ル チ ア

フ ァ イン と厳密 に は い うべ きで あ る が，次 の 定理 の よ う

に多重線形の 呼称 が
一一

般的で あ る の で ，本稿 で は 多重線

形 で 表記 を統
一

する ．

　【定理 1】 （写像定理）　 係数が多重線形 （multilinear ＞

で ある多項式の 値域 F （jU／
7　P ）の 凸包 は，　 P の 頂点 の 写

像 F （ゴω
， p

＊

）の 凸包 で あ る．

　周波数領域 で の 表現を用い る こ の 定理 に よる安定性 の

証 明 で は ，パ ラ メ ータ空 間の 凸包 P （各 1）i を軸 と した超

立 方 体）とそ の 周波数領域 で の 値域 F （s ， p＞の 凸包の 関

連お よび F （ゴω ，p）の 凸包 の安定判別 の 二 つ の 議論が必

要 で ある．

　い ま，そ れ ぞ れ の 係数 c
ゴ（p ）は Pi に 関 して多重線形 で

あ る か ら，あ る 角周波数 ω に お け る F （ゴω
， p）の 値 が 複

素平面上 で 作 る 凸 包 の 頂 点 は，pt の 端点の 組合せ で 表現

で きる．F （ゴω
， p）の 値 が 凸包 の 内部 に含 まれ る か どう

か の 検証 は，パ ラ メ
ー

タ の 存在区 間 を［0，1］と して 考 え

る とわ か りや すい ［5，4］．

　
一・

方，F （ゴω ，　p）の 凸 包 の 安定性判別 は ，零 不 包含定

理 （zero 　exclusion 　theorem ）と Mikhailov
，
　Lconhard

，

Cremer の 定理 ［1，
4］に よ る ．

　【定 理 2】 （Mikhailov
，
　Leonhard

，
　Cremer の 定理 ）

特性多項式

F （S ）＝＝　sn ＋ an − IS
「z− 1

＋
…

＋ al ＋ a 。

が 安定で ある た め の 必要十分条件 は，周波数領域 で の 値

集合 F （jω ）；o≦ ω ≦ ・。 が
，
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1）F （ゴ0）＝＝・ao ＞ 0 （F （ゴω ）の 起点 の 実部が 正 ）

2）ω が 増加する につ れ て F （ゴω ）が原点 を反時計 ま わ り

　 に 回 り，位相 が ω → oo で 暢
の 2条件 を満 た す こ とで あ る，

　【例題 1】　（写像定理を用 い た安定判別 ［6］）　 次 の 特

性多項式 の 安定性 を考 え る．

F （s，P）＝s3 十 （2PIP2 十 4P2P3）s2

　　　　 十（2plp2p3十 4plp2）s 十 3　　　　　　　　　　　（3）

　こ こ で pl ∈ ［O．5，1］，　p2 ∈ ［1，2］，p3 ∈ ［0．2，0．4］

こ の （3）式 に s ＝ゴω を代入 して ，パ ラ メータ空 間に お け

る 8 頂 点 p
−一一

，p
−一

＋

，　 p
−

＋
一
，　p

＋
M−

，　p
一

＋ ＋ ，　 p
＋
一

＋ ，

p
＋ ＋

一
，p

＋＋＋ （こ こ で p
＊ ＊ ’ ＝陰）1 ， p2， p3］；＊ は 十 また

は 一の 記号 を取 り，＋ は それ ぞ れ の 定義区間で の 最大

値，一は定義区間で の 最小値を取 る もの とす る．） に 対

して，そ れ ぞ れ ReF （ゴω ），
　ImF （ゴω ）を作 る．こ こ で も

右肩 の 添 え字 は，8 頂点 と同様 とする．

｛謙 ；：1ゴ 謬覧

｛謙 1ニゴi露

幡認 IIゴ匠灘

儲競二螺 槧

｛謙 ；二1ゴg灘

｛鬣認 ニゴ認f麟

儲芻lll：邑喜露

｛蠱認 llゴ石露

（4）

（5）

（6）

（7）

（8）

（9）

（10）

（ll）

以 上 の点を結び，各 ω に対 して 凸包 を 作 っ た の が 第 1

図 で あ る．結局，各角周波数 ω に お い て ，凸包 を作 り，

ω ：0→ OQ に お ける 凸包 の 軌跡 を考える こ と に よ り安定

性を判別 で きる の で ある．

3． 特性多項式の 係数が 区間パ ラ メ ータの

　　 多項式の 場合

　特性多項式 （1）が，区間パ ラ メ ータ p の 多項式 で あ る

場合 に は，Routh−Hurwitzの 定理 の 証明 ［7，
8］な どを検

討 す る と，Sturm の 定理の 多変数版 が あれ ば 問題 は解決

で き る．しか し，現時点で それ は 見当た ら な い ，

　こ の 問題 に対して 従来は ，区間解析法 （Illterval　anal −

ysis） を元 に Bernsteinア ル ゴ リ ズム を 用 い た解法 ［13］

10864202

　

一

Im

一25 一20 一15　　 −10 一5 0

Re

第 1 図　F （ゴω ，p ＞の 凸包の 配置 ；ω ＝0．1鳶溌 ＝O，1，．．．，20

や多重線形 とな る多項式 を新たな区間パ ラ メ
ー

タ を用 い

て 作 る方法 な どが 試 み られ て きて い る．前 者 は，参考文

献 を示す に と どめ
， 後者 に つ い て は，後 ほ ど述 べ る こ と

とす る．さ て，先 に述べ た 写像定理 で 扱 っ た特性多項式

の 係数 が パ ラ メータの 多重線形で あ る場合 は，写像 の 値

域 の 最大最小 は 区間パ ラ メ
ータの 端点の 値の み で計算で

きる．同 じ よ うな状況は ，多変数関数が 「単調」 で あ る

場 合 に も期 待 で きる．そ こ で ，まず，多変数 関 数 の 単調

性 の
一一つ の 定義 を与 え よ う．

　3 ．1　 単調性 の 定義 と判定法

　まず区間 パ ラ メ
ー

タ に つ い て 次 の 定義 を して お く ［9】，
．

　【定義 1】　 区間パ ラ メータ p1，p2 ，＿，　p癌 Pi．∈ ［Pi，

酬 ＝ろ ⊂ R ，i ＝1
，
2

，
＿

，
m を考える．パ ラ メ

ー
タ領

域 P に対 して ，その 端点 を p
＊

と し，端点 の 集合を P ＊

；

p
＊

∈ 7）＊

とす る．

　 さ ら に 鳶番 目の 区 間 パ ラ メ ータ を除外 したパ ラ メ
ー

タ

の 組 飢 ＝（P1 ， P2 ，
．．．7 粋 一1 、

　Pk＋ 1 ，
…

，
　P紛 ，飢 ∈ Pk

；11 × 12x … xIk ＿1 × Ik＋ Lx
… × ∬m ，k ＝ 1，

2
，
tt．

，
π 呂 を定義す る．こ の Pk に対 して も同様 に 端点 を

毎 と して 端点集合 を 職 ；鉱，
∈ Pn

’
とす る．

　 つ ぎに こ れ に よ り単調性 の 定義をす る．

　【定義 2】 （p に 関 する 多項式 の P 上 で の 単調 性 ）

φ（p ）を p、
の 多項式とす る．た だ し

， Pi ∈ ［2i，　p司 ⊂

脱，i＝1，＿，m ．

　 もし次 の 不等式 の うち の い ず れ か が，ある 島 ∈ P 、 に

対 して 成立す る と き，多項式 は p、につ い て単調 で ある

とい う．

　　　讐
）
… − Pi ∈圃 　 　 （・2）

また は

　　　讐
）
・・… ［酬 　 　 （・3）

　も し もφ（p ）が すべ て の Pi，
　i＝ 1，・一，m につ い て 単調

で あ れ ば，多項式 は p に つ い て 単調 で あ る と い う，

一20 一
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　3．Ll 　単調性 が 明 ら か に 判定で き る場合

　 上 記 の 単純 な単 調 性 の 判定 に 対 して も通常 は 複雑な計

算を 要す る．こ れ に対 し，単調 性 が 自明 な場合 もあ る の

で，簡単 な 2例 を挙 げる ［101．

Case 　1 ： 偏微分 が

∂φ（P ）
　　　 ； ψ（Pi），

∂Pi
こ こ で ψ（i）i）は 飢 の 多項式

　　で あ る場 合 ，φ（p）は Pi に つ い て 単調 で あ る．

Case 　2 ： 偏微分が

∂φ（P）
　　　＝ ψ・（Pのψ2（i）i），
∂Pi

こ こ で 　ψ】（Pi）は p．i の 多項式

　　　　か つ ψ2（Pi）は i）i の 多項 式

（14）

（15）

と 表 され る と き，φ（p ）の Pi に 関す る 単調性 は

ψ1（Pi）に よ り判定 で きる，こ の と き，次 の 条件

また は

ψ1（Pi ）≧Oi　Pt ∈ ［P乞，勉1

ψ1（Pi）≦ o
，　Pz ∈ ［Pi， 簸1

（16）

（17）

　　の
一

つ が 成 り立 つ と φ（p ）は pt に つ い て 単調で ある ．

　Case 　1 は Case 　2 で ψ1 （Pi）が 定数 で あ る 場合で あ

る，も し も多項式 φ（p）が p につ い て線形，ア フ ァ イ ン
，

多重線形 で ある 場合 は，Case 　1 と な る．

　 こ れ らの よ うに 単調性が簡単 にわ か る場合 ば か りで は

な い ．そ の よ うな 場 合 に対 して ，筆 者 らは単 調 性 判 定 ア

ル ゴ リズ ム を Sturlllの 定 理 と単調性 を 組み 合わ せ る こ と

に よ り考案 した 圖、次 に 単調性を用 い て 安定性判定条件

を考える．

　3．2　 多項式型係数 に 対する単調性 の 適用

　まず次 の 定義 を新 た に与 え る ［11］．

　【定義 3 】

　多項式 （1）の 係数 cゴ（p ）の パ ラ メ
ー

タ の 端点 p
＊

におけ

る最 大 値 お よ び 最 小 値 の 組 合 せ で 作 られ る 2 ”・＋ 1
本 の 多

項式 の 集合 を Qn とす る．

こ れ に よ りKharitonov の 定理 と同様 に記述す る ［11］，

　【定理 3】 （単調性を用 い た Kharitonovの定理．1）

　（1）で定義され る多項式 F （s ，p）の 係数 c
ゴ（p ）が p に つ

い て 単調 で あ り，2n＋ 1
本 の 多項式 の 集合 Qn が 安定 で

あれ ば，多項式 F （s，P ）は 安定 となる ．

定理 3 の 単調性 の 仮定の もと，2n＋ 1
本の 多項式 Qn よ

り4本の 多項式 ！1 （s ），ノ2 （s ），f3（s ），ノ4（s ）を作 る．

　【定 義 4 】　 多項式 ア1 （s ），ア2 （s ），ア3（s），ア，（b
’
）を次

の よ うにす る．

　　アi（5 ）；〜…nS
”’
＋ 砺一、sn

− 1
＋
…

＋ EIS ＋ 〜≡0

こ こ で fi（S）：

（18）

・n −・k −｛謙 ：鄭  ：1：謂
・n −・k− 1 −｛鼎：II：1二蹴1；：：翻
ア2 （5）・

・n − 2k − ｛諜1：：溜認 ：1：謂
an−21・L ・

一 ｛謙 1：：二蹴1；：：翻
ア3 （s ）・

・n − 2・
・一橿撫 1畧  ：：翻

・
・
−2k−・

一｛謙 1：II：芻ll；：：器
ア4 （s）・

・n −・h
− ｛胤：：：鄭溜 ：1：謂

・n −・・一・
一 ｛認隠二［Bl：＄1：器

こ の 定義の 多項式 fl（s），
　 f2（s），

　 f3（s），
　 f4（s）を用 い

て 上 記 の定理 を書 きか える こ とが で きる．

　【定理 4】 （単調性 を用い た Kllaritollovの 定理 II）

　すべ て の 多項式 ノ1（S），ノ2（S），f3（S），／4（S）が 安定

で ある と き，F （s ，p）は安定で ある．

　 こ の よ うに係数 が 区間パ ラ メ
ータ に関 して 単調 で あ っ

て も，こ れ らの 定理 は 十分条件 に しかならない ．

　3．3　 条件式の単調性

　3．3．1　単調 性 の Nyquist 線図 へ の 適用

　こ の 節 で は，単調性 を周波数領域 の 特性多項式 （1）に

対 して 用 い る，ま ず s ＝ゴω を特性多項式 （1）に 代 入 し

て F （jw，p）を得 る．

F （．ゴω
，P ）＝ ReF （jω

，P）十 ゴIlnF （ブω
｝P ）　　　　　（19）

　こ こ で ReF σω ，p）と ImF （，ゴω ，p ）は，実多項式

こ の表現を用 い て 次 の定理 を得る．

　【定理 5】［91

　ReF （jω ，p ）と ImF （」ω ，p）が p に つ い て 単調で あれ

ば，F （ゴω ，p）は 複索 平 面 上 の 矩 形 領 域 Fr（W ）に 含 ま

れ る．

F
，
・（ω ）＝ ｛tC＋ ゴy ・α m ≦ x ≦α M ，β肌 ≦y≦βM ｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）
こ こ で 　α m 　

＝　min − ReF （ゴω ，p ），
　 　 　 　 　 　 　

PiZE ｛’　P ，s
　 　 　 　 　 　 　 i＝12 ，　　．，t）E

　　　　α M − max − ReF （ゴω
，P），

　 　 　 　 　 　 　
Pi ＝Ei・　P ｛

　 　 　 　 　 　 　 i＝1．2，　　　m

　　　　fi，n ＝ min − lmF （jw，P），

　 　 　 　 　 　 　 Pi ＝9i・　P影
　 　 　 　 　 　 　 Ψ＝1，2，、　、T「t
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砺 ＝ ma ）免 lmF （ゴω
，P ），

　 　 　 Pi ＝里 江・　P ｛

　 　 　 t＝1，2、．．，m

さ ら に Fr（ω ）に つ い て Mikhailovの 定 理 を 用 い る と

F （s ， p ）の 安定性 を判定で き る．

　3．4　 Frazer −Duncan の定理

　 こ れ まで は ，単調性が 成 り立 っ て も，安定性 の 十分条

件 しか得 られ な い 場合 を述べ た が ，最後 に 単調性が 成 り

立 つ と必要十分条件が得 られ る 定理 に つ い て 説明す る．

こ の 定理 は Hurwitzの 行列式を用 い る の で，
一

般的な定

義を与え る．

　【定義 5】　 特性多項式 （1）に 対 して Hurwitz の 行列

式 Hi （p ），
’i＝1

，
2，＿，

　n は 次 の ように与え られ る，こ

こ で Hi（p ）は H 武p ）の 〜番 目の 首座小行列式 で あ る．

（i ＝ 1，2，，．．，n − 1）

H
。 （P ）；

c旧 （P）en− 3（P ）c。
−5（P ）

Cn （P ） c。 − 2（P ）c ，、−4 （P）

0000 Cn ＿1 （P ）Cn ＿3 （P ）

ca（P ） Cn −2（P ）

　 O　 c・n − 1（P）

　 O　 Cn （P）

（21）

こ の 表現 を 用い て 次 の 定理 が 与 え られ る．

　【定理 6】 （ftazcr−Duncan の 定理 ［12，4］）　 特性多項

式 （1）が 安定で あ る た め の 必要十 分条件は 1

1）最大 の Hurwitz行列式 H ．n （p）が p ∈ P に対 して 0

　　 と な らない こ と．

2）F （s，pt）が 安定 で あ る よ うな pt ∈ P が 存在 す る

　 　 こ と．

　こ の 定理 に も単調性の 概念 を当 て は め て み よ う110］．
　【定理 7】 （単調性 を用 い た Frazer−Dunean の 定 理）

Hn − 1（p ）と Co （p）が p に つ い て 単調で あ る と仮定す る．

す る と特性多項式 （1）が 安定 で あ る た め の 必要十分条件

は，次の 条件で あ る．

1）私 、− 1（p ）と CO （p ）が す べ て の 端点p
＊

∈ 1）＊

で 正 で

　　あ る．

2）F （s，p
＊

）が安定 と なる
・・

点 p
＊

∈ 1）
’
が 存在す る，

さ きに も述べ たが 単調性 とKharitonovの 定理お よび 写

像定理 を用 い て 安定判別 を考 え て も安定性 に つ い て 十 分

条件 しか 得 ら れ なか っ た が
，
Frazer−Duncan の 定 理 の 条

件に単調性を考慮す る と，安定性 に関 して必要十分条件

を 与え る．しか し，Hurwitzの 行列式を計算 した の ち に

単調性 を 判定す る こ とは，容易で な い 場合 が あ りうる．

こ の よ うな場合 に つ い て つ ぎに 考 え て み よう．

4． Sideris と Pefia の方 法 と単調 多項 式

　　 の 作 成法

　
一

部 また は 全 部 の パ ラ メ
ー

タ の 変動 ・存在領域 で 単調

性 の 条件 が 成 り立 た な い こ とが あ る ．こ の と き に 新 しい

パ ラ メ
ー

タ を 導入 して 単調性 の 成 り立つ 多項式 に 形を変

える 方法があ る ．こ れ は Siderisと Pefiaの 多重線形形式

へ の 変換方法 ［14，151を発展させ た もの で ある，

　4．1　 Sider藍s と Pefia の 方法

　参考文献 ［14］にお い て ，Siderisと Pefiaは 区間パ ラ

メ
ー

タ p の 多項式 f（p）に新 た な 区 間 パ ラ メ
ー

タ を導 入

し，パ ラ メ ータの 2次以 h の 項 を多重 線 形 の 形 に置 き換

え る 方法 を提案 し た．こ の 置 き換 えは 単純な方法で あり

ながら， 確実 に もとの 多項式 の 値域を包含 し，そ の 最大 ・

最小 は 区間 パ ラ メ
ー

タ の端点 に現 れ る．こ こ で は，紙面

の 都合に よ りア ル ゴ リズ ム の 説明は 例 に よ り示す．

　【例題 2】　 こ こ で は ，区問 パ ラ メ ータ Pl，　 p2が 存在

す る多項式 f（p）を考 え る．

！（p ）＝3p？十 p釜p2 十 2p1十 p戔十 10

　　　 こ こ で p1 ∈ ［
− 1，1］，p2 ∈ ［

− 2，21
（22）

こ こ で f（p）に は ，p苧，　p？，拷 の 項が ある．こ の 場合，
パ ラ メータ区間の 端点 と ノ（p ）の 値域 の 最大

・
最小 は必

ず し も一
致 しな い ．f（p ）の 最大値 は，21 （（p1，p2）＝（1，

2）），最 小 値 は ，4、75 （（PIL， p2）＝（1，
0，5））．こ の 場 合 に

Siderisらの 方法 で は，　pl → pi垢p§，渥 → papg の パ

ラ メ
ータ変換 を行 う．こ こ で 新 しい パ ラ メ

ータ は pl ∈

［
− 1，1］，p灸∈ ［

− 1，1］，　p§∈ ［
− 1，1］，　p2 ∈ ［

− 2，2］，　 p霧
∈ 卜2，2］の よ う に そ れ ぞ れ 置き換 える元 の パ ラ メ

ー
タ

p1，　 p2 と同 じ区間 を取 る，こ れ に よ り，ノ（p）は，　 f（pt）
に 置き換 え られ る ，

ノ（p
ノ

）＝3plpSpl3−epGpSp2 十 2p〜十p乱p9−←10　　　　（23）

　こ こで pL 　p5 ，
　pk ∈ ［− 1

，
1］，pa ，

　pも∈ ［
− 2

，
2］

こ の 場合，f（p
’

）の 値域 の 最大
・
最小 は必ず区間パ ラ メ

ー

タの 端点上 に現れる．f（p
’

）の 最大値 は，21（（p1，擁，露，

揚 ， pl5）＝ （1，
− 1，− 1，− 2，− 2），（1，1，1，2，2）），最小

値 は，− 1 （（pl ， p5 ， 1）13， pa　71 ）ls）＝ （− 1
，

− 1
，

− 1
，

− 2
，
2），

（
− 1，1，1，2，− 2））で ある ．

　4 ．2　 区間分割法と変換ア ル ゴ リズ ム に よ る単調

　　　　多項式の作成

　 まず 区 間 を分 割す る こ とに よ り単調性 の 条件 を用 い

る こ とが で きる 場合 を述 べ る．つ ぎに そ の 方法が 適 用 で

きない と きに Siderisと Pefia の 方法 に な らっ て
， 単調

な多項式で 元 の 多項式 ノ（p ）の 値域 を覆 う方法 を説明す

る ［10］．

区間分割法 多項式 ／（p ）が p， に つ い て 単調で は な くて，

響 一… 1固・ 根 （伽 く q・2 ＜ tt・蝋 ・ 他・

区間パ ラ メータ Pk，　 i≠ k に依存 して い ない 場合，パ

ラ メ
ー

タ p・i の 区間 を 小 区 間 ： ［p琶，伽 ］，［qil，　qi2］，＿，

［qie， 例］に 分割 す る，す る と f（p ）は，分 割 され た 小区

間 に お い て p 、
に つ い て 単調 とな る．

　 こ の 方法 が 定 理 7 の Hn − 1（p ）ま た は Co （p）が 単 調 で

ない と きに適用 で きる な らば，安定判別条件 は必 要 卜分

一22一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Institute of Systems, Control and Information Engineers

NII-Electronic Library Service

工nstitute 　of 　Systems ，　Control 　and 　工nformation 　Engineers

川 村 ・島 ：区 間多項 式 の 安定性 判別 575

条件 の ま ま で あ る．

変換 ・ ・ ゴ ・ズ ム こ こ で ・ ，鯉 一・ の 根 ・・他・ 区

間パ ラ メ
ータ Ph （i ≠勧 に依存して い る場合 を考 え る．

こ の 場合 は，区間分割法 を使 えない ．

　【定義 6】 （単調化指標 Monotonization　index）

　pz に つ い て kl次の 多項式

φ（P ）＝pl1蛎 （φz）＋ P多
2
ψk、（力乞）＋

…

　　　＋pl
・
一’Utkj−、 （Pi）＋Pケゴ

ψ
配

， （Pi）

　　　　＋ x （Pi）

こ こ で k1 ＞ k2 ＞ …

柄一1，柄 ∈ Z，そ して 戦

X は 島の 多項式

　　　　　　　　　　　　 （24）
〉 砺一1 ＞ 砺≧ 1

，
kl

，
k2

，
…

，

　　1 ，蛾 2 ヂ
・・，Utkj−、 ，蛾 ゴ

，

を考 える ．こ の 多項式 に 対 して ，パ ラ メ
ー

タ Pi に 関す る

単調 化指標 Tni を次 の よ うに定め る．

mi ＝ k1− 2kj

こ の 定義 を用い て ，変換 ア ル ゴ リズ ム を述べ る ．

ア ル ゴ リズ ム

（25）

Step　1 まず多項式 の 各項 を 1）．i に つ い て 降べ きの 順 に

　　並べ ，単調化指標 7γli を計算す る．

Step　2　mi く 0 ならば，　 Step　4 へ ．

　　そ うで な け れ ば mi ≧ 0 で
，
　Step　3 へ ．

Step　3 （
・
m ，・i ≧ 0）

　　最小次数の 項の ptを置きかえる； p梦→
α野

一lq
． ＋ 1．

　　そ して他 の 項の すべ て の p を q に置 きか え る；q ；

　　（qb　tt．
，
　q，n ），　 qj ∈ ［PJ

’
， Pゴ］， ゴ＝ 1

，
2

，
，．，

，
　M79m ＋ 1

　　∈ ［p、，飼 ．こ の 操作 を （24）式 に 加 え る と

　　　 δ（q）＝gflψた、 （如 ＋ qケ
2
ψた、 （々，）＋ …

　　　　　　　＋ σf・
− 1

鸚 一、 （qi）＋譫
一1q

，． ＋ 1ψ題 如

　　　　　　　
一
トX （Q，）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（26）

　　を得 る．変換後 の 多項式 φ（q）の qt に つ い て の 単調

　　性を調べ る．変換後 の 多項式 が qi に つ い て単調 で

　　あれば，ア ル ゴ リズ ム は お わ り．こ れ 以外は 再 び パ

　　ラ メ
ータ q → p と新 しい 区間パ ラ メ

ー
タ p ，n ＋ 1 ∈

　　［Pi ，戸t］を加 え変換 し
，

φ → ψ と して Step 　1 へ ．

Step　4 （mft ＜ 0）

　　多項式 の 最高次数 の 項 を p多
1

→ g野
一1qm

＋ 1 と置 き

　　か え，ほ か の す べ て の 項 p を q と置 きか え る iq ＝

　　（911t．．，97n），（li∈ ［ρわ 簸1，　i ＝ 1，2，＿，　mT 　qm ＋1 ∈

　　瞬 ， Pi］．こ の ス テ ッ プ を多項式 （24）に適用 す る と

φ（q）− qf1
− 1q

． ＋、eki（々∂＋ q野
2
ψ、、 （如 ＋ …

　　　＋ψ
一’

鵯 一、 （a，）＋ αf黙 ，（如

　　　
一
トX （々乞）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27）

を得 る，変換 され た多項式 ψ（q）で q，
に つ い て 単調

性 を調 べ る．も しも変換後 の 多項式 が qiに つ い て 単

　　調 で あれ ば
，

ア ル ゴ リズ ム は お わ り．そうで な けれ

　　ば，区間パ ラ メ
ー

タ q → p と新 た な区間パ ラ メ
ー

　　タp ，n ＋／ ∈ ［Pi，酬 を加え再変換す る，そして ，ψ →

　　Φ と置 き こ の ス テ ッ プ （Step　4）を繰 り返 す．

　（注意 1） こ の ア ル ゴ リズ ム で Step　3 ま た は Step　4

を繰 り返 し適用 し， その 過程 で 多項式が Pi に 関して 単調

で あ る と判定で きなけれ ば，最終的 に 3．1．1節の Case

2 の 形 に な る，た と えば
，
Step　3 の み を （24）式に 用 い

る と

δ（q）− qク
’

ψ、、 （a、）＋ 9（a，）　 　 　 （28）
こ こ で X （qi）；X （Q｛）十 9m ＋ 1q 皿 ＋ 2 …q賜 ＋ 易

ψ鳶3   ∂

　　　　十 q，，、＋ 1qrri＋ 2…q’rrh＋ k
」
一、螺 丿

一、 （々，）十
…

　　　　＋ q，n ＋ lq ． ＋ 2，．，qm＋ k ，
　Utk

、（Q，）

と な る．（28）式で 醍 が 奇数な らば
，

ψ（q）は 明 らか に qi

に つ い て 単調 と なる ．紐 が 偶数で 区間 ［σh 嚠 が 0 を 含

まな け れ ば，φ（q）は qtにつ い て単調 と な る，紐 が偶数

で 区間 ［qi，
　ai］が o を含 む な らば，区間 を o で 分割する．

す る と，φ（q）は 区間 ［qi，0】，［0，す乞］で 単調 とな る．

　Step　3 を用 い た場 合，単調 化指標 の 符 号が 変 わ る場 合

が あ る が，Step　4 を用 い た場 合，単調 化 指標 mi の 値 は

常 に 減少す る た め
， Step　4 の 条件 は 保持 され ， 同 Step

を繰り返す．

　Step　4 の み を適用 した 場合，さ ら に Step　3，　 Step　4

を合 わせ て 用 い た 場合 も3．1．1 節 の Case 　2 の 形を得 て ，
ヒ記 と同 様 の 結果 を得 る．こ の た め ，こ の ア ル ゴ リズ ム

は 有限 回数で終了 し，パ ラ メータに 関 して 単調で ある多

項式 を得 る．　　　　　　　　　 　　　　　　　 口

　【例題 3】　 例題 2 と同じ問題を考えよ う．まずそれぞ

れの パ ラ メ
ー

タに 関す る単調性をみ る と

∂ll甼）一・湘 ・… ＋ … ，

∂

諤
）
＋ …

こ こ で p1 ∈［
− 1，1］，p2 ∈ ［

− 2
，
2］

（29）

（30）

Pl に つ い て は 明 らか に 単調で あ り，
　p2 につ い て は単調 で

は ない ．そ こ で p2 に つ い て 変換 ア ル ゴ リズ ム を用 い る．

まず f（p ）をp2 の 降べ き順 に直 して ，

f（p ）＝ p曇一トp？p2 一
レ3p量十 2Pl−十一10

　こ こ で p1 ∈ ［
− 1

，
11

， p2 ∈［
− 2，2］

（31）

こ の と き，単調化指数 m2 は 0 で あ る の で Step　3 に よ

り，低次 よ りパ ラ メ ータ変ge　plp2 → q？1　q3 とす る ．

f（q）＝q嵳十 q7q3 十 3q？十2（h 十 10

　こ こで ql ∈ ［− 1
｝
1｝，　g27　q3 ∈ ［

− 2，2］

再 び単調性 を q2 に つ い て 調べ る．

（32）
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∂癶q）
　　　；2q2

，
　q2 ∈ ［− 2

，
2］

∂q2
（33）

こ の と き ， q2 を 0 で 分割す る と分割区間上 で 単調 と な

る．結局，ql ∈ ［
− 1

，
1］，　 q2 ， q3 ∈ ［

− 2
，
21で f（q）の最大

値 は，21 （（ql， （12，　q3）＝（1，
2

，
2）），最／1丶イ直は，3 （（ql ，

q2，　q3）＝（
− 1，0，− 2））と なる．こ の 例題 と例題 2 を比

較す る と，こ の 場 合 で は，本 手法 が新 た なパ ラ メ
ー

タ の

数が一つ だ け で よ く，最小 値が よ り元 の 多項式 の 値 に 近

い こ とが わ か る．

5．　 お わ りに

　本稿 で は，特性多項式の 係数 に 区間パ ラ メ ータが多重

線形で 表 れ る 場合，よ り
一

般的な多項式型の 場合 に単調

性 を用 い て 安定性解析 を行 う試み に つ い て紹介 した．今

の とこ ろ，F！razer −Duncan の 定理 が
一
般的な場合に有効

で あ る と思 わ れ る ．こ れ と端点条件 を い か に 組 み 合 わせ

る か とい う問 題 を，最後 に 例題 を含 め て 説明 し た．こ の

ように制御系の 設計 の 多くが 何 ら か の 多変数関数が 正 値

で あ る，ある い は零 に な ら ない こ と を条件 に し て お り，

本稿 で 述べ た方法 は，それ らを確 かめ る と きに も有用 で

あ ろ う と思 わ れ る．こ の ほ か に区 間 パ ラ メ
ー

タが 存在 す

る 制御系の 安定性解析 の 手法の 応 用 で PID 制御器の 設

計 14］や むだ時間 の あ る制御系 に 関す る 研究 ［161も行わ

れ て い る．

　　　　　　　　　　　　　　　（2003年 9月 1 日受付）
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