
Sur la Dégénérescence de Quelques Formules de Connexion pour
les Fonctions Hypergéométriques de Gauss
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Summary. It is well known that there exists an operation of limite that makes the degeneration of
Gauss hypergeometric differential equation to the confluent hypergeometric differential equation. With
this operation, we calculate the degeneration of connection formulas of Gauss hypergeometric function
explicitely. This kind of degeneration connects the theory of analytic continuation of Gauss hypergeo-
metric function with that of confluent hypergeometric function. In the case of the connection formula
between 0 and ∞ (§2), we would like to calculate the limite of the formula:

F (α, β, γ, z/β) =
Γ(γ)Γ(β − α)

Γ(β)Γ(γ − α)
(e−πiz/β)−αF (α, 1 + α − γ, 1 + α − β, β/z)

+
Γ(γ)Γ(α − β)

Γ(α)Γ(γ − β)
(e−πiz/β)−βF (β, 1 + β − γ, 1 + β − α, β/z)

(1.4)

as β → ∞. It is the problem that the right-hand side of (1.4) diverges if we take the limite β → ∞
for it directly. The problem will be resolved if we follow the following procedure: First, we replace
(e−πiz/β)−βF (β, 1 + β − γ, 1 + β − α, β/z) in the right-hand side of (1.4) by, after Kummer [4], the
function (e−πiz/β)α−γ(1 + e−πiz/β)γ−α−βF (1 − α, γ − α, β − α + 1, β/z). Next, we replace the two
functions F (α, 1 + α − γ, 1 + α − β, β/z) and F (1 − α, γ − α, β − α + 1, β/z) by suitable Pochhammer
integral representations. After these replacements, if we take the limite β → eiθ∞, then we have
(Théorème 2.5)

F (α, γ, z) =
Γ(γ)z−α

Γ(γ − α)Γ(α)(eπiα − e−πiα)

Z (0+)

ei(θ−π)∞
e−vvα−1

„

1 +
v

z

«γ−α−1

dv

+
Γ(γ)zα−γez

Γ(α)Γ(γ − α)(e2πi(γ−α) − 1)

Z (0+)

ei(θ−π)∞
e−vvγ−α−1

„

1 −
v

z

«α−1

dv

(2.9)

(if 1
2
π < θ < π or π < θ < 3

2
π) under certain conditions for the parameters α, β, γ and the independent

variable z. A similar procedure works also for the case of the connection formula between 0 and 1 (§3,
Théorème 3.5).
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§0 Introduction

Il est bien connu qu’il existe une opération de limite qui fasse une dégénérescence de
l’équation différentielle hypergéométrique de Gauss en l’équation différentielle hypergéométrique
confluente. Evidemment, cette opération de limite ramène aussi les solutions de l’équation
différentielle hypergéométrique à celles de l’équation différentielle hypergéométrique con-
fluente; par example, elle ramène la série hypergéométrique de Gauss à la série hy-
pergéométrique confluente de Kummer. L’équation différentielle hypergéométrique ad-
met vingt-quatre solutions locales appelées les solutions de Kummer ([4]), et il est connu
qu’il existe, d’après Kummer [4] (voir aussi Goursat [2]), les relations linéaires à coeffi-
cients constants entre trois quelconques de ces solutions, qui sont appelées les formules
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de connexion. On peut considérer que ces relations linéaires définissent les prolongements
analytiques des solutions de l’équation différentielle hypergéométrique. Donc, il nous sem-
ble important de faire un calcul explicite de la dégénérescence de ces relations linéaires
par l’opération de limite mentionnée ci-dessus, car cette dégénérescence relie la théorie
des prolongements analytiques des solutions de l’équation différentielle hypergéométrique
à la théorie analogue sur l’équation différentielle hypergéométrique confluente. Le but
de cet article est de calculer rigoureusement la dégénérescence de quelques formules de
connexion. Bien que ce sujet soit très classique, nous ne trouvons aucun travail qui en
traite clairement et rigoureusement.

Le plan est le suivant. Dans le paragraphe 1, nous faisons un calcul formel de la
dégénérescence de la formule de connexion entre 0 et ∞, et soulevons quelques questions
se trouvant dans ce calcul formel. Dans le paragraphe 2, nous faisons un calcul rigoureux
de la dégénérescence de la formule de connexion entre 0 et ∞. Dans le paragraphe
3, nous faisons un calcul analogue sur la formule de connexion entre 0 et 1. Dans le
paragraphe 4, nous donnons la représentation intégrale de Pochhammer qui s’emploie
dans les paragraphes 2 et 3.

Remerciements. J’exprime toute ma gratitude à Dr. K. Iohara qui m’a donné quelques
bons conseils pendant notre discussion à ce sujet. Je remercie aussi le personnel du
Département de Mathématiques, l’Université de Kobé de m’avoir permis de consulter
beaucoup de livres et de journaux mathématiques dans la bibliothèque. Ce travail a été
soutenu par JSPS. KAKENHI (15740081).

§1 Calcul formel

Tout d’abord, nous introduisons la définition suivante:

Définition. Soit a un nombre réel, et soit λ un nombre complexe. Supposons que la
fonction linéaire complexe a − z de la variable z prend l’argument 0 sur la demi-droite
réelle z < a: arg(a − z) = 0. Alors, on a arg(z − a) = π ou bien arg(z − a) = −π sur
cette demi-droite. Au cas où arg(z − a) = π, puisqu’on a (a− z)λ = e−πiλ(z − a)λ, nous
écrirons (a − z)λ = (a + e−πiz)λ. Au contraire, au cas où arg(z − a) = −π, puisqu’on a
(a − z)λ = eπiλ(z − a)λ, nous écrirons (a − z)λ = (a + eπiz)λ.

Dans ce qui suit, nous utiliserons fréquemment la notation de cette définition pour
choisir précisément une détermination d’une fonction multiforme.

Considérons l’équation différentielle hypergéométrique de Gauss:

(1.1) z(1 − z)
d2w

dz2
+ {γ − (α + β + 1)z}dw

dz
− αβz = 0,

où z désigne la variable indépendante, w la fonction inconnue, et où α, β, γ désignent des
constantes complexes. On voit aisément que la nouvelle équation différentielle obtenue
par le remplacement de la variable z par z/β dans (1.1) se ramème à l’équation différentielle
hypergéométrique confluente

(1.2) z
d2w

dz2
+ (γ − z)

dw

dz
− αw = 0

lorsque β tend vers l’infini ∞. Nous voudrions prendre la même limite β → ∞ pour
la formule obtenue par le remplacement de la variable z par z/β dans la formule de
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connexion de Gauss:

F (α, β, γ, z) =
Γ(γ)Γ(β − α)
Γ(β)Γ(γ − α)

(e−πiz)−αF
(
α, 1 + α − γ, 1 + α − β, z−1

)
+

Γ(γ)Γ(α − β)
Γ(α)Γ(γ − β)

(e−πiz)−βF
(
β, 1 + β − γ, 1 + β − α, z−1

)
,

(1.3)

où F (α, β, γ, z) désigne la série hypergéométrique de Gauss ayant le domaine de con-
vergence |z| < 1, et où Γ(t) désigne la fonction Gamma. Remarquons que la formule
(1.3) est valable sous les conditions: γ ̸= 0,−1,−2, . . ., et α− β /∈ Z. Les deux fonctions
(e−πiz)−αF

(
α, 1 + α − γ, 1 + α − β, z−1

)
et (e−πiz)−βF

(
β, 1 + β − γ, 1 + β − α, z−1

)
dans

le deuxième membre de (1.3) sont considérées comme fonctions uniformes sur le domaine
D = {z ∈ C | |z| > 1} − {z ∈ R | z ≥ 0} telles que leur variable z prenne l’argument
π sur la demi-droite réelle z < −1; elles forment un système fondamental des solutions
de l’équation (1.1) en chaque point de D, pourvu que les constantes α et β vérifient la
condition α− β /∈ Z. Ainsi, on peut considérer la formule (1.3) comme relation entre les
trois solutions de (1.1), relation obtenue par le prolongement analytique de ce système
fondamental sur le domaine {z ∈ C | |z| < 1} − {z ∈ R | z ≥ 0}. Prenons la limite
formelle β → ∞ pour la formule obtenue par le remplacement de z par z/β dans (1.3):

F

(
α, β, γ,

z

β

)
=

Γ(γ)Γ(β − α)
Γ(β)Γ(γ − α)

(
e−πi z

β

)−α

F

(
α, 1 + α − γ, 1 + α − β,

β

z

)
+

Γ(γ)Γ(α − β)
Γ(α)Γ(γ − β)

(
e−πi z

β

)−β

F

(
β, 1 + β − γ, 1 + β − α,

β

z

)
.

(1.4)

Mais, on voit ausitôt que le deuxième terme dans le deuxième membre de (1.4) diverge
lorsque β tend vers ∞: limβ→∞(e−πiz/β)−βF (β, 1+β−γ, 1+β−α, β/z) = ∞. Donc, il
est impossible de prendre directement la limite β → ∞ pour la formule (1.4). Pour éviter
cette difficulté, nous remplaçons dans (1.3) la fonction (e−πiz)−βF (β, 1 + β − γ, 1 + β −
α, z−1) par la fonction (e−πiz)α−γ(1+e−πiz)γ−α−βF (1−α, γ−α, β−α+1, z−1) d’après
Kummer [4]:

F (α, β, γ, z) =
Γ(γ)Γ(β − α)
Γ(β)Γ(γ − α)

(e−πiz)−αF

(
α, 1 + α − γ, 1 + α − β,

1
z

)
+

Γ(γ)Γ(α − β)
Γ(α)Γ(γ − β)

(e−πiz)α−γ(1 + e−πiz)γ−α−βF

(
1 − α, γ − α, β − α + 1,

1
z

)
.

(1.5)

La fonction (e−πiz)α−γ(1 + e−πiz)γ−α−βF (1 − α, γ − α, β − α + 1, z−1) est considérée
comme fonction uniforme sur D, et sa variable z prend l’argument π sur la demi-droite
réelle z < −1. En remplaçant z par z/β dans (1.5), on a

F

(
α, β, γ,

z

β

)
=

Γ(γ)Γ(β − α)
Γ(β)Γ(γ − α)

βα(e−πiz)−αF

(
α, 1 + α − γ, 1 + α − β,

β

z

)
+

Γ(γ)Γ(α − β)
Γ(α)Γ(γ − β)

βγ−α(e−πiz)α−γ

(
1 + e−πi z

β

)γ−α−β

×

× F

(
1 − α, γ − α, β − α + 1,

β

z

)
.

(1.6)

Calculons la limite formelle β → ∞ de chaque terme apparaissant dans (1.6). D’adord,
on a facilement limβ→∞ F (α, β, γ, z/β) = F (α, γ, z), dont le deuxième membre est la
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série hypergéométrique confluente de Kummer ayant le domaine de convergence |z| < ∞.
Ensuite, on trouve limβ→∞ Γ(β−α)βα/Γ(β) = 1 d’après la formule de Stirling Γ(t+1) ∼√

2πt tte−t pour t → ∞ dans le voisinage sectoriel | arg t| ≤ π − δ avec un nombre réel
positif quelconque δ ([1], [5]). Alors, s’il est permis de faire un calcul formel, on a

lim
β→∞

Γ(γ)Γ(β − α)
Γ(β)Γ(γ − α)

βα(e−πiz)−αF

(
α, 1 + α − γ, 1 + α − β,

β

z

)
=

Γ(γ)
Γ(γ − α)

(e−πiz)−α
∞∑

n=0

(−1)n(α)n(α − γ + 1)n

n!
1
zn

,

où la série de puissance dans le deuxième membre est divergente et où (α)n = α(α +
1) · · · (α + n − 1). De même, par calcul formel, on a

lim
β→∞

Γ(γ)Γ(α − β)
Γ(α)Γ(γ − β)

βγ−α(e−πiz)α−γ

(
1 + e−πi z

β

)γ−α−β

F

(
1 − α, γ − α, β − α + 1,

β

z

)
=

Γ(γ)
Γ(α)

zα−γez
∞∑

n=0

(1 − α)n(γ − α)n

n!
1
zn

,

où la série de puissance dans le deuxième membre est aussi divergente. Enfin, en prenant
la limite β → ∞ pour (1.6), on obtient le développement asymptotique pour la fonction
F (α, γ, z) à l’infini:

F (α, γ, z) ∼ Γ(γ)
Γ(γ − α)

(e−πiz)−α
∞∑

n=0

(−1)n(α)n(α − γ + 1)n

n!
1
zn

+
Γ(γ)
Γ(α)

zα−γez
∞∑

n=0

(1 − α)n(γ − α)n

n!
1
zn

.

(1.7)

Il y a encore deux problèmes dans le processus de ce calcul formel. L’un est de négliger
encore la convergence dans quelques parts de ce calcul. L’autre est de ne pas avoir
déterminé le voisinage sectoriel pour lequel est valable le développement asymptotique
(1.7). La discussion dans les paragraphes suivants résoudra ces problèmes.

§2 Dégénérescence de la formule de connexion entre 0 et ∞

Nous commençons par la formule suivante:

F

(
α, β, γ,

z

β

)
=

Γ(γ)Γ(β − α)
Γ(β)Γ(γ − α)

βα(e−πiz)−αF

(
α, 1 + α − γ, 1 + α − β,

β

z

)
+

+
Γ(γ)Γ(α − β)
Γ(α)Γ(γ − β)

βγ−α(e−πiz)α−γ

(
1 + e−πi z

β

)γ−α−β

F

(
1 − α, γ − α, β − α + 1,

β

z

)
,

(2.1)

qui est valable pour trois nombres complexes α, β, γ tels que β ̸= 0, γ ̸= 0,−1,−2, . . ., et
α − β /∈ Z. Soit P (α, β, γ, z) une détermination du premier terme du deuxième membre
de (2.1), telle que, si 0 < z < 1, arg z = 0:

(2.2) P (α, β, γ, z) =
Γ(γ)Γ(β − α)
Γ(β)Γ(γ − α)

βα(e−πiz)−αF

(
α, 1 + α − γ, 1 + α − β,

β

z

)
.

Nous preuverons la
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Proposition 2.1. Soient α, γ deux nombres complexes tels que

(2.3) α ̸= 1, 2, 3, . . . , et γ ̸= 0,−1,−2, . . . .

Soit θ un nombre réel tel que 1
2π < θ < π ou π < θ < 3

2π. Alors, on a
(2.4)

lim
β→eiθ∞

P (α, β, γ, z) =
Γ(γ)z−α

Γ(γ − α)Γ(α)(eπiα − e−πiα)

∫ (0+)

ei(θ−π)∞
e−vvα−1

(
1 +

v

z

)γ−α−1

dv,

et la convergence est localement uniforme sur le domaine −3
2π < arg z < 3

2π.

Démonstration. D’après le lemme 4.1, on a

P (α, β, γ, z) =
Γ(γ)Γ(β − α)Γ(1 + α − β)eπiαβαz−α

(1 − e2πiα)(1 − e−2πiβ)Γ(β)Γ(γ − α)Γ(α)Γ(1 − β)

×
∫ (1+,0+,1−,0−)

uα−1(1 − u)−β

(
1 − βu

z

)γ−α−1

du.

En substituant l’expression u = eπiβ−1v à l’intégrale définie du deuxième membre de
l’égalité précédente, on a∫ (1+,0+,1−,0−)

uα−1(1 − u)−β

(
1 − βu

z

)γ−α−1

du

= eπiαβ−α

∫ (e−πiβ+,0+,e−πiβ−,0−)

vα−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

v

z

)γ−α−1

dv,

d’où

P (α, β, γ, z) =
Γ(γ)Γ(β − α)Γ(1 + α − β)e2πiαz−α

(1 − e2πiα)(1 − e−2πiβ)Γ(β)Γ(γ − α)Γ(α)Γ(1 − β)

×
∫ (e−πiβ+,0+,e−πiβ−,0−)

vα−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

v

z

)γ−α−1

dv.

(2.5)

Posons R = |β|; considérons (1−R−1)e−πiβ comme point base du cycle de Pochhammer
entourant e−πiβ et 0; on peut écrire∫ (e−πiβ+,0+,e−πiβ−,0−)

vα−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

v

z

)γ−α−1

dv

=
∫ (e−πiβ+)

(1−R−1)e−πiβ

vα−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

v

z

)γ−α−1

dv

+ e−2πiβ

∫ (0+)

(1−R−1)e−πiβ

vα−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

v

z

)γ−α−1

dv

+ e2πi(α−β)

∫ (e−πiβ−)

(1−R−1)e−πiβ

vα−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

v

z

)γ−α−1

dv

+ e2πiα

∫ (0−)

(1−R−1)e−πiβ

vα−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

v

z

)γ−α−1

dv

= (1 − e2πiα)
∮
|v−e−πiβ|=1

vα−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

v

z

)γ−α−1

dv

+ (e−2πiβ − 1)
∫ (0+)

(1−R−1)e−πiβ

vα−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

v

z

)γ−α−1

dv,
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où
∮
|v−e−πiβ|=1

désigne l’intégrale qui est prise le long du cercle |v − e−πiβ| = 1 dans le
sens direct. En substituant le membre dernier de l’égalité précédente à l’intégrale définie
de (2.5), on a

P (α, β, γ, z)

=
e2πiαz−αΓ(γ)Γ(β − α)Γ(1 + α − β)

(1 − e−2πiβ)Γ(α)Γ(γ − α)Γ(β)Γ(1 − β)

∮
|v−e−πiβ|=1

vα−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

v

z

)γ−α−1

dv

+
e2πiαz−αΓ(γ)Γ(β − α)Γ(1 + α − β)

(e2πiα − 1)Γ(α)Γ(γ − α)Γ(β)Γ(1 − β)

∫ (0+)

(1−R−1)e−πiβ

vα−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

v

z

)γ−α−1

dv,

dont le deuxième membre est valable sous la condition (2.3). Pour prendre la limite
limβ→eiθ∞ P (α, β, γ, z), il faut démontrer le

Lemme 2.2. Soit θ un nombre réel tel que 1
2π < θ < π ou π < θ < 3

2π. On a:

(i) la quantité
∣∣∣∣ 1
1 − e−2πiβ

∣∣∣∣ est bornée pour β → eiθ∞;

(ii) lim
β→eiθ∞

Γ(β − α)Γ(1 + α − β)
Γ(β)Γ(1 − β)

= e−πiα;

(iii) lim
β→eiθ∞

∮
|v−e−πiβ|=1

vα−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

v

z

)γ−α−1

dv = 0.

Démonstration. (i) Evidente.
(ii) C’est le résultat immédiat des deux faits Γ(β−α)/Γ(β) ∼ βα et Γ(−β+1+α)/Γ(−β+
1) ∼ (eπiβ)−α d’après [9].
(iii) On pose β = Reiθ (R > 0); on donne la nouvelle variable φ (θ − 2π ≤ φ ≤ θ) par la
formule v − e−πiβ = eiφ, d’où dv = ieiφdφ. Ainsi, on a∣∣∣∣∮

|v−e−πiβ|=1

vα−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

v

z

)γ−α−1

dv

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ θ

θ−2π

(
Rei(θ−π) + eiφ

)α−1
(

ei(φ−θ)

R

)−Reiθ (
1 +

Rei(θ−π)

z
+

eiφ

z

)γ−α−1

ieiφdφ

∣∣∣∣
≤

∫ θ

θ−2π

∣∣∣∣(ei(θ−π) +
eiφ

R

)α−1 (
1
R

+
ei(θ−π)

z
+

eiφ

Rz

)γ−α−1

Rγ−2

∣∣∣∣eR[(φ−θ) sin θ+cos θ log R]dφ.

Ici, on a évidemment

lim
R→∞

∣∣∣∣(ei(θ−π) +
eiφ

R

)α−1 (
1
R

+
ei(θ−π)

z
+

eiφ

Rz

)γ−α−1

Rγ−2

∣∣∣∣eR[(φ−θ) sin θ+cos θ log R] = 0,

car limR→∞ cos θ log R = −∞. Par conséquent, le membre dernier de l’inégalité précédente
tend vers 0 lorsque R tend vers ∞, ce qui preuve la formule (iii) de ce lemme.

D’après le lemme 2.2, on aura aisément
(2.4)

lim
β→eiθ∞

P (α, β, γ, z) =
Γ(γ)z−α

Γ(γ − α)Γ(α)(eπiα − e−πiα)

∫ (0+)

ei(θ−π)∞
e−vvα−1

(
1 +

v

z

)γ−α−1

dv,

où le deuxième membre, fonction de z, vérifie l’équation (1.2). Comme 1
2π < θ < π

ou π < θ < 3
2π, l’intégrale définie dans le deuxième membre de (2.4) est certainement
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convergente (voir [3]). De plus, on voit que le deuxième membre de (2.4) est valable pour
z tel que − 3

2π < arg z < 3
2π, car θ − π < arg(eπiz) < θ + π, i.e., θ − 2π < arg z < θ.

On voit aisément que la convergence de (2.4) est localement uniforme sur le domaine
−3

2π < arg z < 3
2π, si on regarde la démonstration du lemme 2.2. Ainsi la proposition

2.1 est démontrée.

Soit Q(α, β, γ, z) une détermination du deuxième terme du deuxième membre de (2.1),
tell que, si 0 < z < 1, arg z = 0:

Q(α, β, γ, z)

=
Γ(γ)Γ(α − β)
Γ(α)Γ(γ − β)

βγ−α(e−πiz)α−γ

(
1 + e−πi z

β

)γ−α−β

F

(
1 − α, γ − α, β − α + 1,

β

z

)
.

(2.6)

Nous preuverons la

Proposition 2.3. Soient α, γ deux nombres complexes tels que

(2.7) γ ̸= 0,−1,−2, . . . , et γ − α ̸= 1, 2, 3, . . . .

Soit θ un nombre réel tel que −1
2π < θ < 0 ou 0 < θ < 1

2π. Alors, on a
(2.8)

lim
β→eiθ∞

Q(α, β, γ, z) =
Γ(γ)zα−γez

Γ(γ − α)Γ(α)(e2πi(γ−α) − 1)

∫ (0+)

eiθ∞
e−vvγ−α−1

(
1 − v

z

)α−1

dv,

et la convergence est localement uniforme sur le domaine −1
2π < arg z < 5

2π.

Démonstration. D’après le lemme 4.1, on a

Q(α,β, γ, z) =
Γ(γ)Γ(α − β)Γ(β − α + 1)eπi(γ−α)βγ−αzα−γ

(1 − e2πi(γ−α))(1 − e2πi(β−γ))Γ(γ − α)Γ(α)Γ(γ − β)Γ(β − γ + 1)

×
(

1 + e−πi z

β

)γ−α−β ∫ (1+,0+,1−,0−)

uγ−α−1(1 − u)β−γ

(
1 − βu

z

)α−1

du.

En substituant l’expression u = β−1v à l’intégrale définie du deuxième membre de l’égalité
précédente, on a∫ (1+,0+,1−,0−)

uγ−α−1(1 − u)β−γ

(
1 − βu

z

)α−1

du

= βα−γ

∫ (β+,0+,β−,0−)

vγ−α−1

(
1 − v

β

)β−γ(
1 − v

z

)α−1

dv,

d’où

Q(α,β, γ, z) =
Γ(γ)Γ(α − β)Γ(β − α + 1)eπi(γ−α)zα−γ

(1 − e2πi(γ−α))(1 − e2πi(β−γ))Γ(γ − α)Γ(α)Γ(γ − β)Γ(β − γ + 1)

×
(

1 + e−πi z

β

)γ−α−β ∫ (β+,0+,β−,0−)

vγ−α−1

(
1 − v

β

)β−γ (
1 − v

z

)α−1

dv.

(2.9)

Posons R = |β|, et considérons (1−R−1)β comme point base du cycle de Pochhammer
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entourant β et 0; on peut écrire∫ (β+,0+,β−,0−)

vγ−α−1

(
1 − v

β

)β−γ (
1 − v

z

)α−1

dv

=
∫ (β+)

(1−R−1)β

vγ−α−1

(
1 − v

β

)β−γ (
1 − v

z

)α−1

dv

+ e2πi(β−γ)

∫ (0+)

(1−R−1)β

vγ−α−1

(
1 − v

β

)β−γ (
1 − v

z

)α−1

dv

+ e2πi(β−α)

∫ (β−)

(1−R−1)β

vγ−α−1

(
1 − v

β

)β−γ (
1 − v

z

)α−1

dv

+ e2πi(γ−α)

∫ (0−)

(1−R−1)β

vγ−α−1

(
1 − v

β

)β−γ (
1 − v

z

)α−1

dv

= (1 − e2πi(γ−α))
∮
|v−β|=1

vγ−α−1

(
1 − v

β

)β−γ (
1 − v

z

)α−1

dv

+ (e2πi(β−γ) − 1)
∫ (0+)

(1−R−1)β

vγ−α−1

(
1 − v

β

)β−γ (
1 − v

z

)α−1

dv,

où
∮
|v−β|=1

désigne l’intégrale qui est prise le long du cercle |v − β| = 1 dans le sens
direct. En substituant le membre dernier de l’égalité précédente à l’intégrale définie dans
(2.9), on a

Q(α, β, γ, z) =
eπi(γ−α)Γ(γ)Γ(α − β)Γ(β − α + 1)zα−γ

(1 − e2πi(β−γ))Γ(α)Γ(γ − β)Γ(β − γ + 1)Γ(γ − α)

(
1 + e−πi z

β

)γ−α−β

×
∮
|v−β|=1

vγ−α−1

(
1 − v

β

)β−γ (
1 − v

z

)α−1

dv

+
eπi(γ−α)Γ(γ)Γ(α − β)Γ(β − α + 1)zα−γ

(e2πi(γ−α) − 1)Γ(α)Γ(γ − α)Γ(γ − β)Γ(β − γ + 1)

(
1 + e−πi z

β

)γ−α−β

×
∫ (0+)

(1−R−1)β

vγ−α−1

(
1 − v

β

)β−γ (
1 − v

z

)α−1

dv,

dont le deuxième membre est valable sous la condition (2.7). Pour prendre la limite
limβ→eiθ∞ Q(α, β, γ, z), il faut démontrer le

Lemme 2.4. Soit θ un nombre réel tel que −1
2π < θ < 0 ou 0 < θ < 1

2π. On a:

(i) la quantité
∣∣∣∣ 1
1 − e2πi(β−γ)

∣∣∣∣ est bornée pour β → eiθ∞;

(ii) lim
β→eiθ∞

(
1 + e−πi z

β

)γ−α−β

= ez;

(iii) lim
β→eiθ∞

Γ(β − α + 1)Γ(α − β)
Γ(γ − β)Γ(β − γ + 1)

= eπi(α−γ);

(iv) lim
β→eiθ∞

∮
|v−β|=1

vγ−α−1

(
1 − v

β

)β−γ (
1 − v

z

)α−1

dv = 0.

Démonstration. (i) et (ii) Evidente.
(iii) C’est le résultat immédiat des deux faits Γ(β − α + 1)/Γ(β − γ + 1) ∼ βα−γ et
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Γ(−β + α)/Γ(−β + γ) ∼ (e−πiβ)−α+γ d’après [9].
(iv) On pose β = Reiθ (R > 0); on donne la nouvelle variable φ (θ − π ≤ φ ≤ θ + π) par
la formule v = β + eiφ, d’où dv = ieiφdφ. Ainsi, on a∣∣∣∣ ∮

|v−β|=1

vγ−α−1

(
1 − v

β

)β−γ (
1 − v

z

)α−1

dv

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ θ+π

θ−π

(Reiθ + eiφ)γ−α−1

(
ei(φ−θ+π)

R

)Reiθ−γ (
1 − Reiθ

z
− eiφ

z

)α−1

ieiφdφ

∣∣∣∣
≤

∫ θ+π

θ−π

∣∣∣∣(Reiθ + eiφ)γ−α−1

(
ei(φ−θ+π)

R

)−γ (
1 − Reiθ

z
− eiφ

z

)α−1∣∣∣∣e−R[(φ−θ+π) sin θ+cos θ log R]dφ.

Ici, on a évidemment

lim
R→∞

∣∣∣∣(Reiθ+eiφ)γ−α−1

(
ei(φ−θ+π)

R

)−γ (
1 − Reiθ

z
− eiφ

z

)α−1∣∣∣∣e−R[(φ−θ+π) sin θ+cos θ log R] = 0,

car limR→∞ cos θ log R = +∞. Par conséquant, le membre dernier de l’inégalité précédente
tend vers 0 lorsque R tend vers ∞, ce qui preuve la formule (iv) de ce lemme.

D’après le lemme 2.4, on aura aisément
(2.8)

lim
β→eiθ∞

Q(α, β, γ, z) =
Γ(γ)zα−γez

Γ(γ − α)Γ(α)(e2πi(γ−α) − 1)

∫ (0+)

eiθ∞
e−vvγ−α−1

(
1 − v

z

)α−1

dv,

où le deuxième membre, fonction de z, vérifie l’équation (1.2). Comme − 1
2π < θ < 0

ou 0 < θ < 1
2π, l’intégrale définie dans le deuxième membre de (2.8) est certainement

convergente ([3]). De plus, on voit que le deuxième membre de (2.8) est valable pour z
tel que − 1

2π < arg z < 5
2π, car θ < arg z < θ + 2π. On voit aisément que la convergence

de (2.8) est localement uniforme sur le domaine −1
2π < arg z < 5

2π, si on regarde la
démonstration du lemme 2.4. Ainsi la proposition 2.3 est démontrée.

L’unification des résultats des propositions 2.1 et 2.3 nous conduit au théorème suiv-
ant:

Théorème 2.5. Soient α, γ deux nombres complexes qui vérifient les conditions (2.3)
et (2.7), c’est-à-dire, α ̸= 1, 2, 3, . . . , γ ̸= 0,−1,−2, . . ., et γ − α ̸= 1, 2, 3, . . ..
(i) Soit θ un nombre réel tel que 1

2π < θ < π ou π < θ < 3
2π. En prenant la limite

β → eiθ∞ pour la formule (2.1), on a

F (α, γ, z) =
Γ(γ)z−α

Γ(γ − α)Γ(α)(eπiα − e−πiα)

∫ (0+)

ei(θ−π)∞
e−vvα−1

(
1 +

v

z

)γ−α−1

dv

+
Γ(γ)zα−γez

Γ(α)Γ(γ − α)(e2πi(γ−α) − 1)

∫ (0+)

ei(θ−π)∞
e−vvγ−α−1

(
1 − v

z

)α−1

dv,

(2.9)

et la convergence est localement uniforme sur le domaine −1
2π < arg z < 3

2π.
(ii) Soit θ un nombre réel tel que −1

2π < θ < 0 ou 0 < θ < 1
2π. En prenant la limite

β → eiθ∞ pour la formule (2.1), on a

F (α, γ, z) =
Γ(γ)z−α

Γ(γ − α)Γ(α)(eπiα − e−πiα)

∫ (0+)

eiθ∞
e−vvα−1

(
1 +

v

z

)γ−α−1

dv

+
Γ(γ)zα−γez

Γ(α)Γ(γ − α)(e2πi(γ−α) − 1)

∫ (0+)

eiθ∞
e−vvγ−α−1

(
1 − v

z

)α−1

dv,

(2.10)
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et la convergence est localement uniforme sur le domaine −1
2π < arg z < 3

2π.

Démonstration. Notons que chacune des fonctions P (α, β, γ, z) et Q(α, β, γ, z) est une
relation linéaire entre les fonctions F (α, β, γ, z/β) et (z/β)1−γF (1 + α− γ, 1 + β − γ, 2−
γ, z/β). Pour cette relation on peut prendre la limite β → eiθ∞ pour tout θ ∈ R. D’où
suit aussitôt le théorème.

Remarque 2.1. Il est facile à déduire de (2.9) ou de (2.10) le développement asymptotique
en ∞ pour la fonction hypergéométrique confluente F (α, γ, z). En effet, selon Inui ([3]),
on aura aussitôt de (2.9) ou de (2.10) le développement asymptotique

F (α, γ, z) ∼ Γ(γ)
Γ(γ − α)

(e−πiz)−α
∞∑

n=0

(−1)n(α)n(α − γ + 1)n

n!
1
zn

+
Γ(γ)
Γ(α)

zα−γez
∞∑

n=0

(1 − α)n(γ − α)n

n!
1
zn

,

qui est valable pour le voisinage sectoriel de ∞ défini par −1
2π < arg z < 3

2π.

Remarque 2.2. Posons

G1(α, γ, z) =
Γ(γ)z−α

Γ(γ − α)Γ(α)(eπiα − e−πiα)

∫ (0+)

ei(θ−π)∞
e−vvα−1

(
1 +

v

z

)γ−α−1

dv

et

G2(α, γ, z) =
Γ(γ)zα−γez

Γ(α)Γ(γ − α)(e2πi(γ−α) − 1)

∫ (0+)

ei(θ−π)∞
e−vvγ−α−1

(
1 − v

z

)α−1

dv.

Alors, on voit aisément la formule suivante:

G2(α, γ, z) = e2πi(α−γ)ezG1(γ − α, γ, e−πiz).

§3 Dégénérescence de la formule de connexion entre 0 et 1

Dans ce paragraphe, nous étudierons la dégénérescence de la formule de connexion entre
0 et 1. Nous commençons par la formule suivante:

F (α,β, γ, z) =
Γ(γ)Γ(γ − α − β)
Γ(γ − β)Γ(γ − α)

F (α, β, 1 + α + β − γ, 1 − z)+

+
Γ(γ)Γ(α + β − γ)

Γ(α)Γ(β)
(1 + e−πiz)γ−α−βF (γ − α, γ − β, 1 + γ − α − β, 1 − z),

(3.1)

qui est valable pour trois nombres complexes α, β, γ tels que γ ̸= 0,−1,−2, . . ., et α+β−
γ /∈ Z. Comme F (α, β, 1+α+β−γ, 1−z) = z−αF (α−γ +1, α, α+β−γ +1, (z−1)z−1)
et (1 + e−πiz)γ−α−βF (γ − α, γ − β, 1 + γ − α − β, 1 − z) = zα−γ(1 + e−πiz)γ−α−βF (1 −
α, γ − α, 1 + γ − α − β, (z − 1)z−1) d’après Kummer ([4]), la formule (3.1) se change en

F (α, β, γ, z) =
Γ(γ)Γ(γ − α − β)
Γ(γ − β)Γ(γ − α)

z−αF

(
α − γ + 1, α, α + β − γ + 1,

z − 1
z

)
+

+
Γ(γ)Γ(α + β − γ)

Γ(α)Γ(β)
zα−γ(1 + e−πiz)γ−α−βF

(
1 − α, γ − α, 1 + γ − α − β,

z − 1
z

)
.
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Remplaçons la variable z dans l’égalité précédente par z/β, où β ̸= 0; on a alors

F

(
α, β, γ,

z

β

)
=

Γ(γ)Γ(γ − α − β)
Γ(γ − β)Γ(γ − α)

βαz−αF

(
α − γ + 1, α, α + β − γ + 1, β

(z/β) − 1
z

)
+

+
Γ(γ)Γ(α + β − γ)

Γ(α)Γ(β)
βγ−αzα−γ

(
1 + e−πi z

β

)γ−α−β

F

(
1 − α, γ − α, 1 + γ − α − β, β

(z/β) − 1
z

)
.

(3.2)

Soit P (α, β, γ, z) une détermination du premier terme du deuxième membre de (3.2),
telle que, si 0 < z < 1, arg z = 0:
(3.3)

P (α, β, γ, z) =
Γ(γ)Γ(γ − α − β)
Γ(γ − β)Γ(γ − α)

βαz−αF

(
α − γ + 1, α, α + β − γ + 1, β

(z/β) − 1
z

)
.

Nous preuverons la

Proposition 3.1. Soient α, γ deux nombres complexes tels que

(3.4) α ̸= 1, 2, 3, . . . , et γ ̸= 0,−1,−2, . . . .

Soit θ un nombre réel tel que −1
2π < θ < 0 ou 0 < θ < 1

2π. Alors, on a
(3.5)

lim
β→eiθ∞

P (α, β, γ, z) =
Γ(γ)z−α

Γ(γ − α)Γ(α)(eπiα − e−πiα)

∫ (0+)

eiθ∞
e−vvα−1

(
1 +

v

z

)γ−α−1

dv,

et la convergence est localement uniforme sur le domaine −3
2π < arg z < 3

2π.

Démonstration. D’après le lemme 4.1, on a

P (α, β, γ, z) =
Γ(γ)Γ(γ − α − β)Γ(α + β − γ + 1)βαz−α

(1 − e2πiα)(1 − e2πi(β−γ))Γ(α)Γ(γ − α)Γ(β − γ + 1)Γ(γ − β)

×
∫ (1+,0+,1−,0−)

uα−1(1 − u)β−γ

(
1 − β

(z/β) − 1
z

u

)γ−α−1

du.

En substituant l’expression u = β−1v à l’intégrale définie du deuxième membre de l’égalité
précédente, on a∫ (1+,0+,1−,0−)

uα−1(1 − u)β−γ

(
1 − β

(z/β) − 1
z

u

)γ−α−1

du

=β−α

∫ (β+,0+,β−,0−)

vα−1

(
1 − v

β

)β−γ (
1 − (z/β) − 1

z
v

)γ−α−1

dv,

d’où

P (α, β, γ, z) =
Γ(γ)Γ(γ − α − β)Γ(α + β − γ + 1)z−α

(1 − e2πiα)(1 − e2πi(β−γ))Γ(α)Γ(γ − α)Γ(β − γ + 1)Γ(γ − β)

×
∫ (β+,0+,β−,0−)

vα−1

(
1 − v

β

)β−γ (
1 − (z/β) − 1

z
v

)γ−α−1

dv.

(3.6)
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Posons R = |β|, et considérons (1 − R−1)β comme point base du cycle de Pochhammer
entourant β et 0; on peut écrire

∫ (β+,0+,β−,0−)

vα−1

(
1 − v

β

)β−γ(
1 − (z/β) − 1

z
v

)γ−α−1

dv

=
∫ (β+)

(1−R−1)β

vα−1

(
1 − v

β

)β−γ(
1 − (z/β) − 1

z
v

)γ−α−1

dv

+ e2πi(β−γ)

∫ (0+)

(1−R−1)β

vα−1

(
1 − v

β

)β−γ(
1 − (z/β) − 1

z
v

)γ−α−1

dv

+ e2πi(α+β−γ)

∫ (β−)

(1−R−1)β

vα−1

(
1 − v

β

)β−γ(
1 − (z/β) − 1

z
v

)γ−α−1

dv

+ e2πiα

∫ (0−)

(1−R−1)β

vα−1

(
1 − v

β

)β−γ(
1 − (z/β) − 1

z
v

)γ−α−1

dv

= (1 − e2πiα)
∮
|v−β|=1

vα−1

(
1 − v

β

)β−γ(
1 − (z/β) − 1

z
v

)γ−α−1

dv

+ (e2πi(β−γ) − 1)
∫ (0+)

(1−R−1)β

vα−1

(
1 − v

β

)β−γ(
1 − (z/β) − 1

z
v

)γ−α−1

dv,

où
∮
|v−β|=1

désigne l’intégrale qui est prise le long du cercle |v − β| = 1 dans le sens
direct. En substituant le membre dernier de l’égalité précédente à l’intégrale définie de
(3.6), on a

P (α, β, γ, z) =
Γ(γ)Γ(γ − α − β)Γ(α + β − γ + 1)z−α

(1 − e2πi(β−γ))Γ(α)Γ(γ − α)Γ(γ − β)Γ(β − γ + 1)
×

×
∮
|v−β|=1

vα−1

(
1 − v

β

)β−γ(
1 − (z/β) − 1

z
v

)γ−α−1

dv+

+
Γ(γ)Γ(γ − α − β)Γ(α + β − γ + 1)z−α

(e2πiα − 1)Γ(α)Γ(γ − α)Γ(γ − β)Γ(β − γ + 1)
×

×
∫ (0+)

(1−R−1)β

vα−1

(
1 − v

β

)β−γ(
1 − (z/β) − 1

z
v

)γ−α−1

dv,

dont le deuxième membre est valable sous la condition (3.4). Pour prendre la limite
limβ→eiθ P (α, β, γ, z), il faut démontrer le

Lemme 3.2. Soit θ un nombre réel tel que −1
2π < θ < 0 ou 0 < θ < 1

2π. On a:

(i) lim
β→eiθ∞

Γ(γ − β − α)Γ(α + β − γ + 1)
Γ(γ − β)Γ(β − γ + 1)

= eπiα;

(ii) lim
β→eiθ∞

∮
|v−β|=1

vα−1

(
1 − v

β

)β−γ(
1 − (z/β) − 1

z
v

)γ−α−1

dv = 0.

Démonstration. (i) C’est le résultat immédiat des deux faits Γ(α+β−γ+1)/Γ(β−γ+1) ∼
β−α et Γ(γ − α − β)/Γ(γ − β) ∼ (eπiβ)α d’après [9].
(ii) On pose β = Reiθ (R > 0); on donne la nouvelle variable φ (θ − π ≤ φ ≤ θ + π) par
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la formule v − β = eiφ, d’où dv = ieiφdφ. Ainsi, on a∣∣∣∣ ∮
|v−β|=1

vα−1

(
1 − v

β

)β−γ (
1 − (z/β) − 1

z
v

)γ−α−1

dv

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ θ+π

θ−π

(Reiθ + eiφ)α−1

(
ei(φ−θ+π)

R

)Reiθ−γ (
1 − (z/β) − 1

z
(Reiθ + eiφ)

)γ−α−1

ieiφdφ

∣∣∣∣
≤

∫ θ+π

θ−π

∣∣∣∣(Reiθ + eiφ)α−1

(
ei(φ−θ+π)

R

)−γ (
1 − (z/β) − 1

z
(Reiθ + eiφ)

)γ−α−1∣∣∣∣×
× e−R[(φ−θ+π) sin θ+cos θ log R]dφ.

Ici, on a évidemment

lim
R→∞

∣∣∣∣(Reiθ + eiφ)α−1

(
ei(φ−θ+π)

R

)−γ (
1 − (z/β) − 1

z
(Reiθ + eiφ)

)γ−α−1∣∣∣∣×
× e−R[(φ−θ+π) sin θ+cos θ log R] = 0,

car limR→∞ cos θ log R = +∞. Par conséquant, le membre dernier de l’inégalité précédente
tend vers 0 lorsque R tend vers ∞, ce qui preuve la formule (ii) de ce lemme.

D’après le lemme 3.2, on aura aisément
(3.5)

lim
β→eiθ∞

P (α, β, γ, z) =
Γ(γ)z−α

Γ(γ − α)Γ(α)(eπiα − e−πiα)

∫ (0+)

eiθ∞
e−vvα−1

(
1 +

v

z

)γ−α−1

dv,

où le deuxième membre, fonction de z, vérifie l’équation (1.2). Comme − 1
2π < θ < 0

ou 0 < θ < 1
2π, l’intégrale définie dans le deuxième membre de (3.5) est certainement

convergente (voir [3]). De plus, on voit que le deuxième membre de (3.5) est valable pour
z tel que − 3

2π < arg z < 3
2π, car θ < arg(eπiz) < θ + 2π, i.e., θ − π < arg z < θ + π.

On voit aisément que la convergence de (3.5) est localement uniforme sur le domaine
−3

2π < arg z < 3
2π, si on regarde la démonstration du lemme 3.2. Ainsi la proposition

3.1 est démontrée.

Soit Q(α, β, γ, z) une détermination du deuxième terme du deuxième membre de (3.2),
telle que, si 0 < z < 1, arg z = 0:

Q(α, β, γ, z) =
Γ(γ)Γ(α + β − γ)

Γ(α)Γ(β)
βγ−αzα−γ

(
1 + e−πi z

β

)γ−α−β

×

× F

(
1 − α, γ − α, 1 + γ − α − β, β

(z/β) − 1
z

)
.

(3.7)

Nous preuverons la

Proposition 3.3. Soient α, γ deux nombres complexes tels que

(3.8) γ ̸= 0,−1,−2, . . . , et γ − α ̸= 1, 2, 3, . . . .

Soit θ un nombre réel tel que 1
2π < θ < π ou π < θ < 3

2π. Alors, on a
(3.9)

lim
β→eiθ∞

Q(α, β, γ, z) =
Γ(γ)zα−γez

Γ(γ − α)Γ(α)(e2πi(γ−α) − 1)

∫ (0+)

ei(θ−π)∞
e−vvγ−α−1

(
1 − v

z

)α−1

dv,
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et la convergence est localement uniforme sur le domaine −1
2π < arg z < 5

2π.

Démonstration. D’après le lemme 4.1, on a

Q(α, β, γ, z) =
Γ(γ)Γ(α + β − γ)Γ(1 + γ − α − β)βγ−αzα−γ

(1 − e2πi(γ−α))(1 − e−2πiβ)Γ(γ − α)Γ(1 − β)Γ(α)Γ(β)

(
1 + e−πi z

β

)γ−α−β

×

×
∫ (1+,0+,1−,0−)

uγ−α−1(1 − u)−β

(
1 − β

(z/β) − 1
z

u

)α−1

du.

En substituant l’expression u = eπiβ−1v à l’intégrale définie du deuxième membre de
l’égalité précédente, on a∫ (1+,0+,1−,0−)

uγ−α−1(1 − u)−β

(
1 − β

(z/β) − 1
z

u

)α−1

du

= eπi(γ−α)βα−γ

∫ (e−πiβ+,0+,e−πiβ−,0−)

vγ−α−1

(
1 +

v

β

)−β(
1 +

(z/β) − 1
z

v

)α−1

dv,

d’où

Q(α, β, γ, z) =
Γ(γ)Γ(α + β − γ)Γ(1 + γ − α − β)eπi(γ−α)zα−γ

(1 − e2πi(γ−α))(1 − e−2πiβ)Γ(γ − α)Γ(1 − β)Γ(α)Γ(β)

(
1 + e−πi z

β

)γ−α−β

×

×
∫ (e−πiβ+,0+,e−πiβ−,0−)

vγ−α−1

(
1 +

v

β

)−β(
1 +

(z/β) − 1
z

v

)α−1

dv.

(3.10)

Posons R = |β|, et considérons (1−R−1)e−πiβ comme point base du cycle de Pochhammer
entourant e−πiβ et 0; on peut écrire

∫ (e−πiβ+,0+,e−πiβ−,0−)

vγ−α−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

(z/β) − 1
z

v

)α−1

dv

=
∫ (e−πiβ+)

(1−R−1)e−πiβ

vγ−α−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

(z/β) − 1
z

v

)α−1

dv

+ e−2πiβ

∫ (0+)

(1−R−1)e−πiβ

vγ−α−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

(z/β) − 1
z

v

)α−1

dv

+ e2πi(γ−α−β)

∫ (e−πiβ−)

(1−R−1)e−πiβ

vγ−α−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

(z/β) − 1
z

v

)α−1

dv

+ e2πi(γ−α)

∫ (0−)

(1−R−1)e−πiβ

vγ−α−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

(z/β) − 1
z

v

)α−1

dv

= (1 − e2πi(γ−α))
∮
|v−e−πiβ|=1

vγ−α−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

(z/β) − 1
z

v

)α−1

dv

+ (e−2πiβ − 1)
∫ (0+)

(1−R−1)e−πiβ

vγ−α−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

(z/β) − 1
z

v

)α−1

dv,

où
∮
|v−e−πiβ|=1

désigne l’intégrale qui est prise le long du cercle |v − e−πiβ| = 1 dans le
sens direct. En substituant le membre dernier de l’égalité précédente à l’intégrale définie
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de (3.10), on a

Q(α, β, γ, z) =
eπi(γ−α)Γ(γ)Γ(α + β − γ)Γ(1 + γ − α − β)

(1 − e−2πiβ)Γ(α)Γ(β)Γ(γ − α)Γ(1 − β)
zα−γ

(
1 + e−πi z

β

)γ−α−β

×
∮
|v−e−πiβ|=1

vγ−α−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

(z/β) − 1
z

v

)α−1

dv

+
Γ(γ)Γ(α + β − γ)Γ(1 + γ − α − β)zα−γ

(eπi(γ−α) − eπi(α−γ))Γ(α)Γ(γ − α)Γ(β)Γ(1 − β)

(
1 + e−πi z

β

)γ−α−β

×
∫ (0+)

(1−R−1)e−πiβ

vγ−α−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

(z/β) − 1
z

v

)α−1

dv,

dont le deuxième membre est valable sous la condition (3.8). Pour prendre la limite
limR→eiθ∞ Q(α, β, γ, z), il faut démontrer le

Lemme 3.4. Soit θ un nombre réel tel que 1
2π < θ < π ou π < θ < 3

2π. On a:

(i) lim
β→eiθ∞

Γ(α + β − γ)Γ(1 + γ − α − β)
Γ(β)Γ(1 − β)

= eπi(α−γ);

(ii) lim
β→eiθ∞

∮
|v−e−πiβ|=1

vγ−α−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

(z/β) − 1
z

v

)α−1

dv = 0.

Démonstration. (i) C’est le résultat immédiat des deux faits Γ(α + β − γ)/Γ(β) ∼ βγ−α

et Γ(−β + 1 + γ − α)/Γ(−β + 1) ∼ (eπiβ)α−γ d’après [9].
(ii) On pose β = Reiθ (R > 0); on donne la nouvelle variable φ (θ − 2π ≤ φ ≤ θ) par la
formule v − e−πiβ = eiφ, d’où dv = ieiφdφ. Ainsi, on a∣∣∣∣ ∮

|v−e−πiβ|=1

vγ−α−1

(
1 +

v

β

)−β (
1 +

(z/β) − 1
z

v

)α−1

dv

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ θ

θ−2π

(Rei(θ−π) + eiφ)γ−α−1

(
ei(φ−θ)

R

)−Reiθ (
1 +

(z/β) − 1
z

(e−πiβ + eiφ)
)α−1

ieiφdφ

∣∣∣∣
≤

∫ θ

θ−2π

∣∣∣∣(Rei(θ−π) + eiφ)γ−α−1

(
1 +

(z/β) − 1
z

(e−πiβ + eiφ)
)α−1∣∣∣∣eR[(φ−θ) sin θ+cos θ log R]dφ.

Ici, on a évidemment

lim
R→∞

∣∣∣∣(Rei(θ−π)+eiφ)γ−α−1

(
1 +

(z/β) − 1
z

(e−πiβ + eiφ)
)α−1∣∣∣∣eR[(φ−θ) sin θ+cos θ log R] = 0,

car limR→∞ cos θ log R = −∞. Par conséquent, le membre dernier de l’inégalité précédente
tend vers 0 lorsque R tend vers ∞, ce qui preuve la formule (ii) de ce lemme.

D’après le lemme 3.4, on aura aisément
(3.9)

lim
β→eiθ∞

Q(α, β, γ, z) =
Γ(γ)zα−γez

Γ(γ − α)Γ(α)(e2πi(γ−α) − 1)

∫ (0+)

ei(θ−π)∞
e−vvγ−α−1

(
1 − v

z

)α−1

dv,

où le deuxième membre, fonction de z, vérifie l’équation (1.2). Comme 1
2π < θ < π

ou π < θ < 3
2π, l’intégrale définie dans le deuxième membre de (3.5) est certainement

convergente (voir [3]). De plus, on voit que le deuxième membre de (3.9) est valable
pour z tel que − 1

2π < arg z < 5
2π, car θ − π < arg z < θ + π. On voit aisément que la
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convergence de (3.9) est localement uniforme sur le domaine −1
2π < arg z < 5

2π, si on
regarde la démonstration du lemme 3.4. Ainsi la proposition 3.3 est démontrée.

En unifiant les résultats des propositions 3.1 et 3.3, on a le

Théorème 3.5. Soient α, γ, θ les mêmes constantes que celles qui sont apparues dans
le théorème 2.5. Alors, on a le même résultat que celui du théorème 2.5 si on prend la
limite β → eiθ∞ pour la formule (3.2).

§4 Annexe: La représentation intégrale de Pochhammer

La représentation intégrale suivante pour la série hypergéométrique de Gauss F (α, β, γ, z)
a été obtenue par Pochhammer ([6], [7]).

Lemme 4.1. Soient α, β, γ les nombres complexes tels que α ̸= 1, 2, 3, . . ., γ ̸=
0,−1,−2, . . ., et γ − α ̸= 1, 2, 3, . . .. Soit z le nombre complexe tel que 1/z soit différent
de 0 et de 1. Alors, on a

F (α, β, γ, z) =
Γ(γ)

(1 − e2πi(γ−α))(1 − e2πiα)Γ(γ − α)Γ(α)

×
∫ (1+,0+,1−,0−)

uα−1(1 − u)γ−α−1(1 − zu)−βdu.

(4.1)

Dans l’intégrale définie du deuxième membre de (4.1), la fonction uα−1(1−u)γ−α−1(1−
zu)−β de la variable u est intégrée le long du cycle de Pochhammer entourant 1 et 0 qui
est choisi de façon que l’intérieur avec son bord enclos de ce cycle ne contienne pas le
nombre complexe 1/z; voici la figure de ce cycle:

- Re(u)r
0

r
1

r 1
z

©©©©©©©*©
©©©©

¾

Q
Q

Q
QQs

r
q

¾

r
p

Ici, les deux fonctions u et 1 − u apparaissant dans l’intégrand prennent
l’argument 0 en le point p qui est une des extrémités du segment pq, et la fonction 1− zu
de la variable z prend l’argument 0 en z = 0.
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